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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Êíèãà ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ îäíîãî äîñòàòî÷íî îáùåãî ìåòîäà èñ-
ñëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîñòðîåííûå
íà îñíîâàíèè ýòîãî ìåòîäà êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè îäíîâðåìåííî ïðèìå-
íèìû êàê â ðåãóëÿðíîì, òàê è âî âñåâîçìîæíûõ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ.

Òàê êàê êíèãà ïîñâÿùåíà êîíêðåòíîìó ìåòîäó, òî â íåé íå ïðèâîäÿò-
ñÿ ìíîãèå ðåçóëüòàòû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, òåì áîëåå, ÷òî èìååòñÿ áîëü-
øîå ÷èñëî ïðåâîñõîäíûõ êíèã, ïîñâÿùåííûõ ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè. Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ðàçâèò â ìîíîãðàôèè À. Ì. Ëÿ-
ïóíîâà �Îáùàÿ çàäà÷à î òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ�, âûøåäøåé èç
ïå÷àòè â 1892 ã. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ïîëó÷èë
â êíèãàõ Ì. À. Àéçåðìàíà è Ô. Ð. Ãàíòìàõåðà [3], Å. À. Áàðáàøèíà [9],
Ð. Áåëëìàíà [11], Â. Ãàíà [120], Á. Ï. Äåìèäîâè÷à [50], Â. È. Çóáîâà [55],
Í. Í. Êðàñîâñêîãî [68], Æ. Ëà-Ñàëëÿ, Ñ. Ëåôøåöà [70], À. È. Ëóðüå [74],
È. Ã. Ìàëêèíà [76], À. À. Ìàðòûíþêà, Â. Ëàêøìèêàíòàìà, Ñ. Ëèëà [78],
Â. Ì. Ìàòðîñîâà [80], Â. Â. Ðóìÿíöåâà è À. Ñ. Îçèðàíåðà [94], Í. Ã.×å-
òàåâà [109].

Èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñâÿùåíû ìîíîãðàôèè Þ. Ë. Äàëåöêîãî è
Ì. Ã. Êðåéíà [47], Ì. À. Êðàñíîñåëüñêîãî [63], Æ. Ìàññåðà è Æ. Øåô-
ôåðà [79].

Óñòîé÷èâîñòè àäàïòèâíûõ ñèñòåì ïîñâÿùåíà êíèãà Á. Àíäåðñîíà,
Ð. Áèòìèäà, Ê. Äæîíñîíà, Ì. Ï. Êîêîòîâè÷à, Ð. Êîøóòà, È. Ìàðèýëà,
Ë. Ïðàëè, Ð. Ðèäëà [4].

Óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ â ñèñòåìàõ ñ ïîñëåäñòâèåì ïîñâÿùåíû ìîíî-
ãðàôèè Ð. Áåëëìàíà, Ê. Ë. Êóêà [12], Í. Í. Êðàñîâñêîãî [68], Â. Ðåçâàíà
[93].

Óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé èññëåäîâàëàñü â êíèãàõ
Â. È. Àðíîëüäà [5], [6], Â. À. ßêóáîâè÷à, Â. Ì. Ñòàðæèíñêîãî [113].

Îáçîð ðàáîò ïî òåîðèè óñòîé÷èâîñòè áûë ïðîâåäåí â êíèãå Ë. ×åçàðè
[108].

Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ïåðâûì è âòîðûì ìåòîäà-
ìè Ëÿïóíîâà ïðèõîäèòñÿ ðàçëè÷àòü ðåãóëÿðíûé è êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êàæäîãî êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíàÿ
ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.
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Ïîñòðîåíèå ýòèõ ôóíêöèé âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî
ñëîæíûì è òðóäîåìêèì. Äëÿ ðÿäà êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ ôóíêöèè Ëÿïó-
íîâà ïîñòðîåíû â ìîíîãðàôèÿõ È. Ã. Ìàëêèíà [76], Í. Ã. ×åòàåâà [109] è
â ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêàöèÿõ â ïåðèîäè÷åñêîé ëèòåðàòóðå.

Â ðàáîòàõ Ð. Ý. Âèíîãðàäà [34] ( â äâóìåðíîì ñëó÷àå) è Í. Í. Êðàñîâ-
ñêîãî [67] (â îáùåì ñëó÷àå) ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â èñêëþ÷èòåëü-
íîì ñëó÷àå îäíîãî íóëåâîãî êîðíÿ. Â îñíîâó ìåòîäà ïîëîæåíî èññëåäîâà-
íèå ñïåêòðà ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîãî
ðåøåíèÿ.

Â íàøåé êíèãå ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûé îäíîâðåìåííî îõâàòûâàåò êàê ðåãóëÿð-
íûé, òàê è âñåâîçìîæíûå êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè. Ìåòîä îñíîâàí íà èññëå-
äîâàíèè ñïåêòðîâ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ íîðì ñåìåéñòâ ñïåöèàëüíûì îáðà-
çîì ïîñòðîåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ýòîò ìåòîä òàêæå ïðèìåíåí ê
ðåøåíèþ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé.

Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà ñîäåðæàíèè êíèãè.
Êíèãà ñîñòîèò èç ñåìè ãëàâ.
Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò ââîäíûé õàðàêòåð. Â íåé äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëåé

ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, äàíû äîêàçàòåëüñòâà
íåðàâåíñòâ, èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå, ïðèâåäåíû êëàññè÷åñêèå òåîðåìû î
ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Âòîðàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé. Â íåé èçëîæåí îáùèé ìåòîä èññëå-
äîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è äàíû åãî ïðèëîæåíèÿ ê
èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-
ñëåäñòâèåì, ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé è
ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.

Â òðåòüåé ãëàâå ìåòîä, èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïðèìåíÿåòñÿ
ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ïðîáëåìû Áðîêåòòà ñòàáèëèçà-
öèè äâèæåíèÿ, îïèñûâàåìîãî äèôôåðåíöèàëüíûìè è ðàçíîñòíûìè óðàâ-
íåíèÿìè.

Â ïÿòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü íåéðîííûõ ñåòåé Õîïôèëäà
ñ íåïðåðûâíûìè è ðàçðûâíûìè ôóíêöèÿìè àêòèâàöèè. Ñ ýòîé öåëüþ
â ïÿòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ
âêëþ÷åíèé.

Øåñòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ðÿäà ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîëîãèè. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè
Õîòåëëèíãà − Ñêåëëàìà è ðÿäà åå îáîáùåíèé.

Â ñåäüìîé ãëàâå ðàññìîòðåíû âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé äåìîãðàôèè.
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ÑÏÈÑÎÊ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈÉ

R,C− ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
signx− çíàê ÷èñëà x ∈ R.
Rez, Imz− âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ∈ C.
z∗− êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå z ∈ C.
argz− àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ∈ C.
Rn, Cn− ïðîñòðàíñòâà n-ìåðíûõ âåêòîðîâ x ñ âåùåñòâåííûìè è êîì-

ïëåêñíûìè êîîðäèíàòàìè: x = (x1, . . . , xn)
T .

‖x‖− íîðìà êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðà x ∈ Rn èëè x ∈ Cn.
lp− íîðìà (

n∑
i=1
|xi|p)1/p, 1 ≤ p ≤ ∞; â òîì ÷èñëå:

ïðè p = 2− åâêëèäîâà íîðìà: ‖x‖2 = (
n∑
i=1
|xi|2)1/2;

ïðè p = ∞; ‖x‖∞ = max
1≤i≤n |xi|;

ïðè p = 1; ‖x‖1 =
n∑
i=1
|xi|.

En− åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
(a, b)− ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ èç Rn èëè Cn.
I− åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
AT− òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû A = ((aij)) : AT = ((aji)).
A∗− êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå è òðàíñïîíèðîâàíèå n×m ìàòðèöû A,

ò.å. åñëè A = ((aij)), òî A∗ = ((a∗ji)).
rankA− ðàíã ìàòðèöû A.

λi− i-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, i = 1, . . . , n.
detA− îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A.

ρ(A)− ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ n× n ìàòðèöû A, ò.å. ìàêñèìóì ìîäóëÿ
åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé: ρ(A) = max

i
|λi|.

si(A)− i-å ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî n ×m ìàòðèöû A : si(A) = λ
1/2
i (A∗A),

i = 1, . . . ,m.
‖A‖− íîðìà îïåðàòîðà A â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå;
Λ(A)− ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà îïåðàòîðà A ( ñòð. 19).
AR = ReA = 1

2(A + A∗)− äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà A
( ñòð. 12).
AJ = ImA = 1

2i(A− A∗)− ìíèìàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà A ( ñòð. 12).
Rλ = (A− λI)−1− ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A ( ñòð. 13).
σ(A)− ñïåêòð îïåðàòîðà A.
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S(a, r)− ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâàX, îïðå-
äåëÿåìûõ ðàâåíñòâîì ‖x− a‖ = r.
R(a, r)− ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X,

îïðåäåëÿåìûõ íåðàâåíñòâîì ‖x− a‖ ≤ r.
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Ã ë à â à 1

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

1. Îïðåäåëåíèÿ. Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ
1.1. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî E, â êîòîðîì ââåäåíû äâå îïåðà-
öèè: ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå íà ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì:

1) x+ y = y + x (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
2) (x+ y) + z = x+ (y + z) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
3) λ(x+ y) = λx+ λy;
4) (λ + µ)x = λx + µx (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî

ñëîæåíèÿ);
5) λ(µx) = (λµ)x (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
6) â E ñóùåñòâóåò íóëåâîé ýëåìåíò θ, òàêîé, ÷òî 0 · x = θ äëÿ ∀x ∈ E;
7)1 · x = x äëÿ ∀x ∈ E.
Ìíîæåñòâî E, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðå÷èñëåííûì ñâîéñòâàì, íàçûâàåò-

ñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì (âåùåñòâåííûì, åñëè ÷èñëà λ− âåùåñòâåí-
íûå, èëè êîìïëåêñíûì, åñëè λ− êîìïëåêñíûå).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîìó x ∈ E ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåîòðè-
öàòåëüíîå ÷èñëî ‖‖ (íîðìà ), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

à)‖x‖ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = θ;
á) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (îäíîðîäíîñòü íîðìû);
â) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).
Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ââåäåíî ïîíÿòèå íîðìû, íàçûâàåò-

ñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Å íàçûâàåòñÿ ïîëíûì èëè áà-

íàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè èç òîãî, ÷òî ‖ xn − xm ‖E→ 0
ïðè n,m→∞ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ê íåêîòîðî-
ìó ýëåìåíòó x ∈ E ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà E, ò. å. lim

k→∞
‖ x − xk ‖E= 0.

Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé B.
Ïîëíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòî-

âûì ïðîñòðàíñòâîì (H− ïðîñòðàíñòâîì), åñëè â íåì ââåäåíî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå (·, ·), îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

11



a) (x, y) = (y, x) (â ÷àñòíîñòè (x, x)− âåùåñòâåííîå ÷èñëî);
á) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y);
â) (λx, y) = λ(x, y) äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ;
ã) (x, x) ≥ 0, ïðè÷åì (x, x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = θ.

Ïðè ýòîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñâÿçàíî ñ íîðìîé ðàâåíñòâîì (x, x) =
=‖ x ‖2 .

1.2. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Ïóñòü B1 è B2 − áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå A èç B1 â B2

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, åñëè A(αx + βy) = αAx + βAy äëÿ
ëþáûõ ÷èñåë α, β è ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ B1.

Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îí êàæäóþ ñõîäÿùóþñÿ (ïî
íîðìå â B1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ {xn} ïåðåâîäèò â ñõîäÿùóþñÿ
(ïî íîðìå â B2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ {Axn}.

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî K, ÷òî äëÿ ∀x ∈ B ‖ Ax ‖≤ K ‖ x ‖ . Íàèìåíü-
øåå èç çíà÷åíèé K, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî,
íàçûâàåòñÿ íîðìîé îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåòñÿ ‖ A ‖ . Îòìåòèì, ÷òî
‖ A ‖= sup

‖x‖=1
‖ Ax ‖ .

Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé èç áàíàõîâà ïðî-
ñòðàíñòâà B1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B2 áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
A ∈ [B1, B2].

Çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ
åãî ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî B ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿ-
ìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ B1 è B2, B = B1⊕B2, åñëè êàæäûé ýëåìåíò
x ∈ B äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå x = x1 ⊕ x2, ãäå
x1 ∈ B1;x2 ∈ B2. Êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ B1, B2 íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì
äîïîëíåíèåì äðóã äðóãà.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå B ìîæíî ââåñòè íîðìó ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: ‖ x ‖=‖ x1 ‖ + ‖ x2 ‖, ãäå x = x1 + x2; x1 ∈ B1; x2 ∈ B2, B =
= B1 ⊕B2. Ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì íîðìà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé.

Ïðè èññëåäîâàíèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ÷àñòî íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì A ðàññìàòðèâàþò åãî äåéñòâèòåëüíóþ
è ìíèìûå ÷àñòè AR = Re A = (A+A∗)/2 è AJ = Im A = (A−A∗)/(2i).
Çäåñü ÷åðåç A∗ îáîçíà÷åí îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ñ A. Â ñëó÷àå åñëè A−
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ìàòðèöà, òî A∗− ìàòðèöà, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ñ A. Îïåðàòîð A

íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè A = A∗.
Ïóñòü B− êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òî÷êà λ êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îïåðàòîðà A, åñëè ñóùåñòâóåò
îïåðàòîð (íàçûâàåìûé ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà A) Rλ = (A− λI)−1, I−
òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. (A − λI)−1− îïåðàòîð, îáðàòíûé ê (A − λI).
Îïðåäåëåíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 1.4. Ìíîæåñòâî
ρ(A) âñåõ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îòêðûòî. Åãî äîïîëíåíèå äî ïëîñêîñòè êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåòñÿ
ñèìâîëîì σ(A). Ñïåêòð σ(A) âñåãäà çàìêíóò, íåïóñò è ëåæèò â êðóãå
| σ(A) |≤‖ A ‖ .

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòî-
ðà A â êîìïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé
x ∈ B(‖ x ‖6= 0), ÷òî Ax = λx. Ýëåìåíò x, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó ðà-
âåíñòâó, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèì
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ.

Ïóñòü A = {ai,j}, i, j = 1, 2, . . . , n− ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëå-
ìåíòàìè, I− åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Óðàâíåíèå det(A−λI) = 0 íàçûâàåòñÿ
âåêîâûì èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèì. Êîðíè λ1, . . . , λn âåêîâîãî óðàâíåíèÿ
íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè èëè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿ-
ìè ìàòðèöû A.

Óðàâíåíèå det(A−λI) = 0 èìååò âèä a0+a1λ+· · ·+anλn = 0. Ïîëèíîì
f(λ) = a0 +a1λ+ · · ·+anλ

n íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì.
Â ðàçäåëå 8 ãëàâû 2 íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.
Ïîëèíîì f(z) = a0+a1z+· · ·+anzn ñ äåéñòâèòåëüíûìè èëè êîìïëåêñ-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì Ãóðâèöà, åñëè åãî êîðíè
z1, . . . , zn èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè: Rezi < 0, i =
= 1, 2, . . . , n.

Ïîëèíîì f(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè, ó êîòîðîãî a0 > 0, an 6= 0, íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïîëèíîìîì
ñòåïåíè n, n ≥ 1.

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé ïîëèíîì f(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n, ãäå

a0 > 0, an 6= 0, n ≥ 1.
Èç êîýôôèöèåíòîâ ñòàíäàðòíîãî ïîëèíîìà f(z) ñîñòàâëÿåòñÿ n × n
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ìàòðèöà

Hf =




a1 a0 0 0 0 0
a3 a2 a1 a0 0 0
...

a2n−1 a2n−2 a2n−3 a2n−4 a2n−5 an



,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ãóðâèöà.
Òåîðåìà Ãóðâèöà [50]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòàíäàðòíûé ïîëèíîì ÿâ-

ëÿëñÿ ïîëèíîìîì Ãóðâèöà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè ïîëî-
æèòåëüíû âñå ãëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû

∆1 = a1 > 0,
∣∣∣∣∣∣
a1 a0

a3 a2

∣∣∣∣∣∣ > 0,

· · ·
∆n = an∆n−1 > 0

åãî ìàòðèöû Ãóðâèöà Hf .
Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ â íîðìèðîâàí-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèîííîå èñ÷èñëå-

íèå Ðèññà, ñâÿçûâàþùåå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé ñ îïåðàòîðíûìè ôóíêöèÿìè.

Ïóñòü A ∈ [B,B]. Îáîçíà÷èì ÷åðåçKA êëàññ ôóíêöèé ϕ(λ) êîìïëåêñ-
íîé ïåðåìåííîé, êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèõ íà ñïåêòðå σ(A) îïåðàòîðà A.

Ôóíêöèè èç êëàññà KA îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [47]:
1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(ϕ) ôóíêöèè ϕ ∈ KA ñîñòîèò èç êîíå÷íî-

ãî ÷èñëà îòêðûòûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò
ñïåêòð σ(A);

2) ôóíêöèÿ ϕ(λ) àíàëèòè÷åñêàÿ â êàæäîé êîìïîíåíòå îáëàñòè D(ϕ);
3) ñóùåñòâóåò ãëàäêèé êîíòóð Γ(A), îõâàòûâàþùèé âåñü ñïåêòð îïå-

ðàòîðà A. Åñëè ýòîò êîíòóð ðàñïàäàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî îòäåëüíûõ
êîíòóðîâ, òî êàæäûé èç íèõ îáõîäèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, âõîäÿùåå â ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà A, îñòàâà-
ëîñü ñëåâà.

Íà ìíîæåñòâåKA ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåñòè ñëîæåíèå, óìíî-
æåíèå è óìíîæåíèå íà ñêàëÿð.
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Îïåðàòîðíîå èñ÷èñëåíèå Ð. Ðèññà îïðåäåëÿåò àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîð-
ôèçì ìåæäó àëãåáðîé KA è êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé îïåðàòîðîâ, îïðå-
äåëÿåìûé ôîðìóëîé

ϕ(A) = − 1

2πi

∫

Γ(A)

ϕ(λ)Rλdλ, (1.1)

ãäå Rλ = (A− λI)−1.

Èç òåîðåìû Êîøè ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü èíòåãðàëà â (1.1) îò êîíêðåò-
íîãî âûáîðà êîíòóðà ïðè óñëîâèè, ÷òî êîíòóð Γ(A) îõâàòûâàåò ñïåêòð
îïåðàòîðà A.

Ëèíåéíîñòü ñîîòâåòñòâèÿ (1.1) î÷åâèäíà.
Åãî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ñëåäóåò èç ôîðìóëû




− 1

2πi

∫

Γ(A)

F1(λ)Rλdλ




×




− 1

2πi

∫

Γ(A)

RλF2(λ)dλ





=

= − 1

2πi

∫

Γ(A)

F1(λ)RλF2(λ)dλ,

ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîé äîêàçàíà â [47, ñòð. 30 − 31].

1.3. Ïðèíöèï íåïîäâèæíîé òî÷êè

Â ìàòåìàòèêå è åå ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ âèäíîå ìåñòî çàíè-
ìàåò ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðèíöè-
ïîì íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Ðàññìîòðèì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B óðàâíåíèå

x = A(x),

ãäå A(x)− íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé B â ñåáÿ.
Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷êå [75]. Ïóñòü â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå B äàí îïåðàòîð A, ïåðåâîäÿùèé ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà B
ñíîâà â ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü, êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ x è y
èç B ‖ Ax − Ay ‖≤ q ‖ x − y ‖, ãäå q < 1 è íå çàâèñèò îò x è y. Òîãäà
ñóùåñòâóåò îäíà è òîëüêî îäíà òî÷êà x0, òàêàÿ, ÷òî A(x0) = x0. Òî÷êà
x0 íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà A.

15



Ïðèâåäåì åùå îäíó òåîðåìó î íåïîäâèæíîé òî÷êå.
Îáîáùåííàÿ òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå [47]. Ïóñòü ïðè íåêî-

òîðîì íàòóðàëüíîì v ≥ 1 îïåðàòîð Av óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖ Avx−
−Avy ‖≤ q ‖ x − y ‖ (q < 1). Òîãäà â B ñóùåñòâóåò îäíà è òîëüêî îäíà
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗ îïåðàòîðà A. Ýòà òî÷êà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç
ëþáîé òî÷êè x0 ∈ B êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x∗ = lim
n→∞A

nx0.

1.4. Îáðàòíûå îïåðàòîðû
Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð B íàçûâàåòñÿ ëåâûì îáðàòíûì äëÿ

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, åñëè BA = I, ãäå I− òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.
Ëåâûé îáðàòíûé îïåðàòîð äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A îáîçíà÷àåòñÿ êàê
A−1
l .

Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð C íàçûâàåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì
äëÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A, åñëè AC = I. Ïðàâûé îïåðà-
òîð äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A îáîçíà÷àåòñÿ êàê A−1

r .

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè îïåðàòîð A èìååò êàê ëåâûé, òàê è ïðàâûé îáðàò-
íûé îïåðàòîðû, òî îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé è îïðåäåëÿþòñÿ êàê ëèíåéíûé
îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 : A−1

l = A−1
r = A−1.

Ñ ïîíÿòèåì îáðàòíîãî îïåðàòîðà ñâÿçàíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
Ax = f, (1.2)

ãäå ëèíåéíûé îïåðàòîð A îòîáðàæàåò íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X â
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Y ; f− èçâåñòíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Y ;
x ∈ X− íåèçâåñòíûé ýëåìåíò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð A èìååò ïðàâûé ëèíåéíûé îáðàòíûé îïå-
ðàòîð A−1

r . Ïîëîæèì x = A−1
r f è ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â ëåâóþ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ (1.2). Ïîëó÷àåì òîæäåñòâî A(A−1
r f) = f.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îïåðàòîð A èìååò ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð
A−1
r , òî óðàâíåíèå (1.2) âñåãäà ðàçðåøèìî.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îïåðàòîð A èìååò ëåâûé îáðàòíûé îïåðàòîð

A−1
l , è óðàâíåíèå (1.2) èìååò ðåøåíèå x∗ : Ax∗ = f. Âîçäåéñòâóÿ íà îáå

÷àñòè ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà îïåðàòîðîì A−1
l , èìååì A−1

l (Ax∗) = A−1
l f,

ò. å. x∗ = A−1
l f. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè óðàâíåíèå (1.2) èìååò ðåøåíèå,

òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.
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Åñëè îïåðàòîð A èìååò ëèíåéíûé îáðàòíûé, òî óðàâíåíèå (1.2) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàê êàê âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî A−1 = A−1

l =
= A−1

r .

Ïðèâåäåì òåîðåìû Áàíàõà [75] îá óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî
îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 1.1(Áàíàõ). Ïóñòü X −B-ïðîñòðàíñòâî è U ∈ B[X,X]. Òî-
ãäà, åñëè

‖ U ‖≤ q < 1,

òî îïåðàòîð I − U èìååò íåïðåðûâíûé îáðàòíûé, ïðè÷åì

‖ (I − U)−1 ‖≤ 1

1− q
.

Òåîðåìà 1.2 (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Áàíàõà). Ïóñòü U0 ∈ B[X,Y ], ãäå
X è Y äâà B-ïðîñòðàíñòâà, è ïóñòü ñóùåñòâóåò U−1

0 ∈ B[Y,X]. Òîãäà,
åñëè îïåðàòîð U ∈ B[X, Y ] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

‖ U ‖< 1

‖ U−1
0 ‖ ,

òî îïåðàòîð V = U0 + U èìååò íåïðåðûâíûé îáðàòíûé V −1, ïðè÷åì

‖ V −1 ‖≤ ‖ U−1
0 ‖

1− ‖ U−1
0 U ‖ ≤

‖ U−1
0 ‖

1− ‖ U−1
0 ‖‖ U ‖ .

1.5. Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå
â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ââåäåì îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ â íîðìèðî-
âàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïóñòü E− ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî è R− ìíîæåñòâî òî÷åê ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Îïåðàòîð x = x(t) (íå
îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûé), îòîáðàæàþùèé R â E, íàçûâàåòñÿ àáñòðàêòíîé
ôóíêöèåé ÷èñëîâîãî àðãóìåíòà t. Ôóíêöèÿ x(t) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé â òî÷êå t0 îòðåçêà [a, b], åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ = δ(t0, ε),
òàêîå, ÷òî ‖ x(t)− x(t0) ‖< ε ïðè t ∈ [a, b] è | t− t0 |< δ.

Ðàññìîòðèì íà ñåãìåíòå [a, b] ôóíêöèþ x(t). Ïðîèçâîäíàÿ (ïî Ôðåøå)
ôóíêöèè x(t) â òî÷êå t0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
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x′(t0) = lim
t→t0

x(t)− x(t0)

t− t0
,

åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî íîðìå.
Â ðÿäå ñëó÷àåâ áóäåò èñïîëüçîâàíî ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé Ôðåøå îò

íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà A(x), îòîáðàæàþùåãî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Ω
ïðîñòðàíñòâà B â ïðîñòðàíñòâî B.

Îïðåäåëåíèå 1.1 [75]. Åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà h ∈ B ñóùåñòâóåò
ïðåäåë

lim
‖h‖→0

‖ A(x0 + h)− A(x0)− A′(x0)h ‖→ 0,

ãäå A′(x0)− ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òî A′(x0)− ïðîèçâîäíàÿ
ïî Ôðåøå îïåðàòîðà A(x) â òî÷êå x0.

Çàêàí÷èâàÿ ýòîò ðàçäåë, ïðèâåäåì âàæíîå ïîíÿòèå èíòåãðàëà îò àá-
ñòðàêòíîé ôóíêöèè ÷èñëîâîãî àðãóìåíòà. Ïóñòü àáñòðàêòíàÿ ôóíêöèÿ
÷èñëîâîãî àðãóìåíòà x(t) çàäàíà íà ñåãìåíòå [a, b] (t ∈ [a, b]). Ðàçîáüåì
ñåãìåíò [a, b] ïðîèçâîëüíî íà n ÷àñòåé òî÷êàìè tk : a = t0 < t1... < tn = b
è â êàæäîì ñåãìåíòå [tk, tk+1] âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó τk(tk ≤ τk ≤
≤ tk+1). Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè x(t) â òî÷êå τk è ñîñòàâèì èíòå-
ãðàëüíóþ ñóììó âèäà

Sn =
n−1∑

k=0
x(τk)(tk+1 − tk).

Ïåðåéäåì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåãðàëüíûõ ñóìì Sn(n = 1, 2, ...) ê
ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëàãàÿ, ÷òî ïðè ýòîì supk | tk+1 − tk |→ 0. Åñëè
ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò íè îò ñïîñîáà äåëåíèÿ ñåãìåíòà
[a, b] íà ÷àñòè÷íûå îòðåçêè, íè îò ñïîñîáà âûáîðà òî÷åê τk íà ÷àñòè÷íûõ
îòðåçêàõ, òî ãîâîðÿò [75], ÷òî èíòåãðàë îò ôóíêöèè x(t) ïî îòðåçêó [a, b]

ñóùåñòâóåò, è îáîçíà÷àþò åãî ñèìâîëîì
b∫
a
x(t)dt.

Áîëåå îáùèì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà îò
ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 1.2 [8]. Îòîáðàæåíèå

(t1, . . . , tn) → f(t1, . . . , tn) ∈ B;

t = (t1, . . . , tn) ∈ Ω ⊂ En

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B, îïðå-
äåëåííîé íà ìíîæåñòâå Ω ⊂ En.
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Îïðåäåëåíèå 1.3 [8]. Èíòåãðàëîì (Ðèìàíà)
∫

Ω

u(t)dt

îò ôóíêöèè u : Ω → B íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò b ∈ B, ÷òî
ψ(b) =

∫

Ω

ψ(u(t))dt

äëÿ âñåõ ψ èç ñîïðÿæåííîãî ê B ïðîñòðàíñòâà B∗.
Íà èíòåãðàë îò àáñòðàêòíîé ôóíêöèè x(t) ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ìíîãèå

ñâîéñòâà îáû÷íûõ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà. Â ÷àñòíîñòè, îòìåòèì îäíî èç íèõ
∥∥∥∥∥∥∥

b∫

a

f(t)dt

∥∥∥∥∥∥∥
≤

b∫

a

‖ f(t) ‖ dt,

êîòîðûì áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ. Ýòî íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî
òàê æå, êàê â òåîðèè èíòåãðàëà Ðèìàíà äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

| f(t) | dt.

1.6. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà

Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð-
ôóíêöèÿ eAt, êîòîðóþ ïðîùå âñåãî ââåñòè ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç äâóõ
ðàâíîöåííûõ ñîîòíîøåíèé:

eAt = − 1

2πi

∫

ΓA

eλt(A− λI)−1dλ; (1.3)

eAt =
∞∑

k=0

Aktk

k!
, (1.4)

ãäå I− òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.
Èç ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ñîîòâåòñòâèÿ ϕ(λ) ↔ ϕ(A) ìåæäó àíàëèòè-

÷åñêèìè ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé è îïåðàòîðíûìè ôóíêöè-
ÿìè ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû eAt îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó:




eAteAτ = eA(t+τ) (−∞ < t; τ <∞),
eAt|t=0 = I.
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Çàìåòèì ÷òî, â îáùåì ñëó÷àå eA+B 6= eAeB. Ðàâåíñòâî çäåñü èìååò
ìåñòî, êîãäà AB = BA.

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (1.3) ïî t ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ìû
ïîëó÷àåì ôîðìóëó:

deAt

dt
= AeAt.

Äåéñòâèòåëüíî,

deAt

dt
= − 1

2πi

∫

ΓA

λeλt(A− λI)−1dλ = AeAt.

Èñïîëüçóÿ ðÿä (1.4), íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó:

‖eAt‖ ≤
∞∑

k=0

‖Ak‖tk
k!

= e‖A‖t (t ≥ 0). (1.5)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Re z äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è
ïðèâåäåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.3 [47] . Äëÿ òîãî ÷òîáû âåùåñòâåííîìó ÷èñëó ρ îòâå÷àëî
ïîëîæèòåëüíîå Nρ, òàêîå, ÷òî

‖ eAt ‖≤ Nρe
ρt (t ≥ 0), (1.6)

íåîáõîäèìî óñëîâèå Re λ ≤ ρ ïðè âñåõ λ ∈ σ(A) è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà Re λ < ρ ïðè âñåõ λ ∈ σ(A).

Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà ‖eAt‖, âûðàæåííàÿ ÷åðåç ñïåêòð îïåðà-
òîðà A.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.3, íàïîìíèì
íåñêîëüêî ïîëåçíûõ óòâåðæäåíèé.

Ïóñòü A− ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç áàíà-
õîâà ïðîñòðàíñòâà B â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B. ×åðåç KA îáîçíà÷èì
êëàññ âñåõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ϕ(λ) êóñî÷íî àíàëèòè÷å-
ñêèõ íà ñïåêòðå îïåðàòîðà A (λ ∈ σ(A)).

Òåîðåìà 1.4 ( Òåîðåìà Äàíôîðäà) [48]. Ïóñòü A ∈ [B,B], ôóíêöèÿ
ϕ(λ) ∈ KA. Òîãäà σ(ϕ(A)) = ϕ(σ(A)).

Èç òåîðåìû Äàíôîðäà ñëåäóåò
Ëåììà 1.1 [47]. Åñëè ‖eA‖ = q(< q), òî ñïåêòð σ(A) îïåðàòîðà A

ëåæèò â (âíóòðè) çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè Reλ ≤ ln q.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû Äàíôîðäà ñëåäóåò, ÷òî

σ(eA) = eσ(A). (1.7)

Èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà A âñåãäà íåïóñò, çàìêíóò è ëåæèò â
êðóãå |λ| ≤ ‖A‖. Èç ðàâåíñòâà (1.7) ñëåäóåò, ÷òî |eσ(A)| ≤ q. Îòñþäà
|σ(A)| ≤ ln q.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.
Ïóñòü âûïîëíåíà îöåíêà (1.6). Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå Äàíôîðäà è

ëåììå 1.1 ñïåêòð σ(At) = (tσ(A)) ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòè Reλ ≤ lnNρ+
+ρt (t ≥ 0).

Îòñþäà ïðè ëþáîì t > 0 ñïåêòð σ(A) ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòè

Reλ ≤ ln Nρ

t
+ ρ.

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè t > 0 ñëåäóåò ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè çàïèøåì eAt â âèäå

eAt = − 1

2πi

∫

ΓA

eλtRλdλ,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîíòóð ΓA öåëèêîì ëåæèò âíóòðè ïîëóïëîñêîñòè Reλ <
< ρ. Òîãäà

‖eAt‖ ≤ 1

2π

∫

ΓA

|eλt|‖Rλ‖|dλ| ≤ Nρe
ρt,

ãäå Nρ = l
2π max

x∈ΓA

‖Rλ‖; l− äëèíà êîíòóðà ΓA. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü A è B− ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå H. Èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A âåùåñòâåí-
íûé è ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó

λm(A) = inf
‖x‖=1

(Ax, x) ≤ σ(A) ≤ sup
‖x‖=1

(Ax, x) = λM(A).

Â ìîíîãðàôèè [47] ïðèâåäåíà îöåíêà

eλm(A) ≤‖ eA+iB ‖≤ eλM (A) =‖ eA ‖,
êîòîðîé áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ.

Äàäèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 1.4 [47]. Ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìîé îïåðàòîðà A íàçû-
âàåòñÿ ïðåäåë

Λ(A) = lim
h↓0

‖ I + hA ‖ −1

h
,

ãäå ñèìâîë h ↓ 0 îçíà÷àåò, ÷òî h ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, óáûâàÿ.
Â ìîíîãðàôèè [47] ïîêàçàíî, ÷òî Λ(A) âñåãäà ñóùåñòâóåò (íî ìîæåò

ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ). Òàì æå ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû:

Λ(αA) = αΛ(A) α ≥ 0, | Λ(A) |≤‖ A ‖;
Λ(A+B) ≤ Λ(A) + Λ(B); | Λ(A)− Λ(B) |≤‖ A−B ‖;

Λ(A) + Λ(−A) ≥ 0, e−Λ(−A) ≤‖ eA ‖≤ eΛ(A).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò îöåíêà

−Λ(−A) ≤ Reλ ≤ Λ(A)

äëÿ âñåõ λ ∈ σ(A). Ïðåäûäóùåå îïðåäåëåíèå äîïóñêàåò îáîáùåíèå.
Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü A è B− ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòî-

ðû, äåéñòâóþùèå èç B-ïðîñòðàíñòâàX â B-ïðîñòðàíñòâî Y. Ëîãàðèôìè-
÷åñêîé íîðìîé îïåðàòîðà B îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ïðå-
äåë

Λ(A,B) = lim
h→0

‖A+ hB‖ − ‖A‖
h

.

Â ñëó÷àå, êîãäà A− ìàòðèöà ðàçìåðà n× n, Λ(A) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ
ïî íîðìàì íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â ÷àñòíîñòè, ëîãàðèôìè÷åñêèå íîðìû êâàäðàòíûõ ìàòðèö èçâåñòíû â
ïðîñòðàíñòâàõ l1 è c (ñì., íàïðèìåð, [47]). Åñëè ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà
âû÷èñëÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå l1 âñåõ àáñîëþòíî ñóììèðóåìûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ñ íîðìîé ‖x‖ =

∞∑
j=1
|ξj|, òî

Λ(A) = sup
j


Re ajj +

∞∑

k=1,k 6=j
|akj|


 ,

â òî âðåìÿ êàê ‖A‖ = sup
k

∞∑
j=1
|ajk|.
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Åñëè ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà âû÷èñëÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå c âñåõ ñõî-
äÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íîðìîé ‖x‖ = sup

j=1
|ξj|, òî

Λ(A) = sup
j


Re ajj +

∞∑

k=1,k 6=j
|ajk|


 ,

â òî âðåìÿ êàê ‖A‖ = sup
j

∞∑
k=1

|ajk|.
Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé

íîðìû ìàòðèöû A â ïðîñòðàíñòâàõ l è c ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñïåêòð
ìàòðèöû A ðàñïîëîæåí â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé.

Ýòî ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Ãåðøãîðèíà ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ìàòðèö.

Íàïîìíèì ýòîò êðèòåðèé. Ïóñòü A = {aij}, i, j = 1, 2, . . . , n− ìàòðèöà
ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè.

Òåîðåìà 1.5 (Ãåðøãîðèíà) [39]. Êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ìàò-
ðèöû A íàõîäèòñÿ â îäíîì èç êðóãîâ

|aii − λ| ≤
n∑

j=1,j 6=i
|aij|, i = 1, 2, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè aii îòðèöàòåëüíû ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n, è
|aii| >

n∑
j=1,j 6=i

|aij|, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ëåæàò â ëåâîé
ïîëóïëîñêîñòè ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.

Â ðàáîòå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ íåðàâåíñòâà

e−Λ(−A)t ≤ ‖eAt‖ ≤ eΛ(A)t, (1.8)

ñâÿçûâàþùèå íîðìó îïåðàòîðíîé ôóíêöèè eAt ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé íîð-
ìîé.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ íåðàâåíñòâ. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî âûòå-
êàåò èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî

eAtx = exp{I + hA− I

h
t}x.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t, ïîëîæèâ τ = t/h. Ïîñëåäíÿÿ çàìåíà
çàêîííà, òàê êàê h ↓ 0. Òîãäà

exp{I + hA− I

h
t}x = exp{(I +hA− I)τ}x = exp{(I +hA)τ}exp{−Iτ}x.
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Ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, èìååì:

‖eAtx‖ ≤ ‖e(I+hA)τ)‖‖e−τx‖ ≤
≤ e‖I+hA‖τe−τ‖x‖ = e(‖I+hA‖−1)t/h‖x‖ = eΛ(A)t‖x‖.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (1.8).

1.7. Íåðàâåíñòâà

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ, èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå.
Ëåììà 1.2 [9]. Ïóñòü u(t)− íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

ïðè t > t0 íåðàâåíñòâó

0 < u(t) < δ +
t∫

t0

(η + Lu(t))dt, (1.9)

δ, η, L− ïîñòîÿííûå, δ ≥ 0, η ≥ 0, L > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

u(t) <
η

L
(eL(t−t0) − 1) + δeL(t−t0). (1.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî.
Ïóñòü t = τ− áëèæàéøèé ìîìåíò âðåìåíè, ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâî
(1.10) íàðóøèòñÿ, ò. å. ïðåâðàòèòñÿ â ðàâåíñòâî.

Ðàññìàòðèâàÿ íåðàâåíñòâî (1.9) ïðè t = τ è ïîìíÿ, ÷òî íà ïîëóèíòåð-
âàëå t0 ≤ t < τ íåðàâåíñòâî (1.10) åùå íå íàðóøåíî, ïîëó÷èì:

u(τ) < δ +
τ∫

t0

(
η + L

[
η

L

(
eL(t−t0) − 1

)
+ δeL(t−t0)

])
dt.

Ïðîâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå è ïîäñòàâèâ ïðåäåëû, áóäåì èìåòü íåðàâåíñòâî:

u(τ) <
η

L

(
eL(τ−t0) − 1

)
+ δeL(τ−t0),

ïðîòèâîðå÷àùåå âûáîðó τ. Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó, ÿâëÿþùóþñÿ îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåé.
Ëåììà 1.3 (Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà) [50]. Ïóñòü u(t) ≥ 0 è f(t) ≥

≥ 0 ïðè t ≥ t0, u(t), f(t) íåïðåðûâíû â èíòåðâàëå [t0,∞) è ïðè t ≥ t0
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

u(t) ≤ C +
t∫

t0

f(t1)u(t1)dt1, (1.11)
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ãäå C− ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè t ≥ t0 èìååì

u(t) ≤ C exp{
t∫

t0

f(t1)dt1}. (1.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà (1.11) ïîëó÷àåì

u(t)

C +
t∫
t0
f(t1)u(t1)dt1

≤ 1

è, ñëåäîâàòåëüíî, (f(t) ≥ 0)

f(t)u(t)

C +
t∫
t0
f(t1)u(t1)dt1

≤ f(t). (1.13)

Èíòåãðèðóÿ (1.13) â ïðåäåëàõ îò t0 äî t è çàìå÷àÿ, ÷òî

d

dt


C +

t∫

t0

f(t1)u(t1)dt1


 = f(t)u(t),

ïîëó÷àåì:

ln


C +

t∫

t0

f(t1)u(t1)dt1


− lnC ≤

t∫

t0

f(t1)dt1.

Ïîòåíöèðóÿ, èìååì:

C +
t∫

t0

f(t1)u(t1)dt1 ≤ exp




t∫

t0

f(t1)dt1


 .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (1.11), íàõîäèì:

u(t) ≤ C +
t∫

t0

f(t1)u(t1)dt1 ≤ exp




t∫

t0

f(t1)dt1


 .

Ëåììà äîêàçàíà.
Îáîáùåíèåì ëåììû Ãðîíóîëëà− Áåëëìàíà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.
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Ëåììà 1.4. Ïóñòü u(t)− íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ïðè t > t0 íåðàâåíñòâó

0 < u(t) < δ +
t∫

t0

v(s)g(u(s))ds, (1.14)

ãäå δ = const > 0, v(s), g(s)− íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè, ïðè÷åì g(s)
îáðàòèìà è g−1(s) ≥ s ïðè s ≥ 1, g(αs) ≤ f(α)g(s), α = const, f(s)−
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

u(t) < δg−1


exp



f(δ)

δ

t∫

t0

v(s)ds





 . (1.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Â ìîìåíò
âðåìåíè t0 íåðàâåíñòâî (1.15) ñïðàâåäëèâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ ìîìåíò
âðåìåíè, êîãäà íåðàâåíñòâî (1.15) íàðóøàåòñÿ, ò. å. ïðåâðàùàåòñÿ â ðà-
âåíñòâî. Òàê êàê íà èíòåðâàëå [t0, τ) íåðàâåíñòâî (1.15) ñïðàâåäëèâî, òî
èç (1.14) èìååì

u(τ) < δ +
τ∫

t0

v(s)g(δg−1


exp



f(δ)

δ

s∫

t0

v(t)dt





)ds ≤

≤ δ +
τ∫

t0

v(s)f(δ)exp



f(δ)

δ

s∫

t0

v(t)dt


 ds =

= δ + δ


exp



f(δ)

δ

τ∫

t0

v(s)ds


− 1


 =

= δexp



f(δ)

δ

τ∫

t0

v(s)ds


 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

u(τ) < δexp



f(δ)

δ

τ∫

t0

v(s)ds


 ,

ò. å. íåðàâåíñòâî (1.15) â òî÷êå τ íå íàðóøàåòñÿ.
Ïðèâåäåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Èç óñëîâèÿ g(αs) ≤ f(α)g(s) ñëåäóåò, ÷òî g(u(s)) =
= g(δδ−1u(s)) ≤ f(δ)g(δ−1u(s)). Òîãäà íåðàâåíñòâî (1.14) ìîæíî óñèëèòü:
0 < u(t) < δ +

t∫
t0
v(s)g(u(s))ds < δ +

t∫
t0
v(s)f(δ)g(δ−1u(s))ds.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà íà δ

0 <
u(t)

δ
< 1 +

t∫

t0

v(s)
f(δ)

δ
g(δ−1u(s))ds

è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî èç îáðàòèìîñòè ôóíêöèè g(t) è óñëîâèÿ g−1(t) ≥
≥ t ïðè t ≥ 1 (ò. å. óñëîâèÿ g(t) ≤ t ïðè t ≥ 1) ñëåäóåò, ÷òî

g


u(t)

δ


 < 1 +

t∫

t0

v(s)
f(δ)

δ
g


u(s)

δ


 ds.

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà è âîñïîëüçîâàâ-
øèñü îáðàòèìîñòüþ ôóíêöèè g(t), çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ëåììà 1.5. Ïóñòü u(k) óäîâëåòâîðÿåò ïðè k > n0 íåðàâåíñòâó 0 <

< u(k) < δ +
k−1∑
i=n0

v(i)g(u(i)), u(n0) < δ, ãäå δ = const > 0, v(s)−
íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, à g(s) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1.4 ïðè-
÷åì f(s)/s ≥ 1 ïðè s ≥ 0. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

u(k) < δg−1


exp



f(δ)

δ

k∫

n0

v(s)ds





 . (1.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (1.16) ñïðàâåäëèâî ïðè k = n0. Ïóñòü
n∗ ïåðâîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé k, ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâî(1.16) íàðó-
øàåòñÿ. Òîãäà

u(n∗) < δ +
n∗−1∑

i=n0

v(i)f(δ)exp



f(δ)

δ

i∫

n0

v(s)ds


 <

< δ +
n∗∫

n0

v(s)f(δ)exp


f(δ)

δ

s∫

n0

v(s)ds


 ds = δ + δexp



f(δ)

δ

n∗∫

n0

v(s)ds


− δ =

= δexp



f(δ)

δ

n∗∫

n0

v(s)ds


 < δg−1


exp



f(δ)

δ

n∗∫

n0

v(s)ds





 ,

ò. å. ïðè n∗− íåðàâåíñòâî íå íàðóøàåòñÿ. Ëåììà äîêàçàíà.

27



Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â ãëàâå 2 íàì ïîíàäîáèò-
ñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì óòâåðæäåíèÿ
ëåììû 1.2 íà ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ.

Ëåììà 1.6. Ïóñòü ïðè n ≥ n0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

0 < u(n+ 1) < δ +
n∑

k=n0

(η + Lu(k)),

ãäå δ, η, L− ïîñòîÿííûå, δ ≥ 0, η ≥ 0, L > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

u(n) <
η

L

(
eL(n−n0) − 1

)
+ δeL(n−n0).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.6 ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.2 è ïî-
ýòîìó îïóñêàåòñÿ.

2. Îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåì, ñëåäóÿ [47], [50], îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðåæäå âñåãî ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì â áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå B íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= A(t, x(t)) (2.1)

c íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì
x(t0) = x0. (2.2)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à Êîøè (2.1) − (2.2) èìååò ðåøåíèå ïðè t0 ≤
≤ t <∞.

Âûäåëèì íåêîòîðîå ðåøåíèå x(t) = ϕ(t) óðàâíåíèÿ (2.1) è íàçîâåì
åãî íåâîçìóùåííûì äâèæåíèåì (íåâîçìóùåííûì ðåøåíèåì).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ðåøåíèå ϕ(t) óðàâíåíèÿ (2.1) íàçûâàåòñÿ óñòîé-
÷èâûì â ñìûñëå Ëÿïóíîâà, åñëè äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëîãî ε(ε > 0)
íàéäåòñÿ òàêîå δ(ε) > 0, ÷òî èç íåðàâåíñòâà ‖ x(t0)− ϕ(t0) ‖< δ ñëåäóåò
‖ x(t)−ϕ(t) ‖< ε ïðè t ≥ t0. (Çäåñü ÷åðåç x(t) îáîçíà÷åíî ëþáîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.1), îïðåäåëåííîå íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0)).
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Îïðåäåëåíèå 2.2. Ðåøåíèå ϕ(t) óðàâíåíèÿ (2.1) íàçûâàåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â ñìûñëå Ëÿïóíîâà, åñëè îíî óñòîé÷èâî â ñìûñëå
Ëÿïóíîâà è, êðîìå òîãî, lim

t→∞ ‖ x(t)− ϕ(t) ‖= 0.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ðåøåíèå ϕ(t) óðàâíåíèÿ (2.1) íàçûâàåòñÿ ýêñïî-
íåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì, åñëè îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â ñìûñëå
Ëÿïóíîâà è, êðîìå òîãî, ‖ x(t)−ϕ(t) ‖≤ Ae−αt, ãäå A è α− ïîëîæèòåëü-
íûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò t.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ðåøåíèå ϕ(t) óðàâíåíèÿ (2.1) íàçûâàåòñÿ óñòîé-
÷èâûì â öåëîì, åñëè îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè ëþáîì x0 ∈ B.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (2.1), (2.2) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïåðàòîð
A(t, x) îïðåäåëåí ïðè t ∈ [0,∞) è x ∈ B.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t; t0, x0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè íà÷àëüíîì
çíà÷åíèè (2.2).

Îïðåäåëåíèå 2.5. Óðàâíåíèå (2.1) óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó, åñëè:
1) êàæäîå ðåøåíèå x(t; t0, x0), ãäå t0 ∈ [0,∞), íåîãðàíè÷åííî ïðîäîë-

æàåìî âïðàâî, ò. å. èìååò ñìûñë ïðè t ∈ [0,∞);
2) íîðìà ‖x(t; t0, x0)‖ îãðàíè÷åíà íà (t0,∞).
Îïðåäåëåíèå 2.6. Ðåøåíèå x = ϕ(t) óðàâíåíèÿ (2.1) (a < t < ∞)

íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè ïðè íåêîòîðûõ ε > 0, t0 ∈
∈ (a,∞) è ëþáûõ δ > 0 ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå xδ(t) è ìîìåíò
âðåìåíè t1 = t1(δ) > t0 òàêèå, ÷òî ‖xδ(t0)−ϕ(t0)‖ < δ, ‖xδ(t1)−ϕ(t1)‖ > ε.

Ïðèâåäåì, ñëåäóÿ [1], îïðåäåëåíèå òåõíè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.
Òåõíè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè îãðàíè÷åíè-

ÿìè ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùåé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ:
1) äàíà îáëàñòü Ω0 íà÷àëüíûõ óñëîâèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
óñòîé÷èâîñòü êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ;
2) äàí ïðîìåæóòîê âðåìåíè t, t0 ≤ t ≤ T, â òå÷åíèå êîòîðîé èññëåäóåòñÿ
ïðîöåññ;
3) äàíà îáëàñòü Ω, èç êîòîðîé íå äîëæíû âûõîäèòü òðàåêòîðèè ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â òå÷åíèå âñåãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà t,
t0 ≤ t ≤ T.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ dx
dt = A(t, x(t))

íàçûâàåòñÿ òåõíè÷åñêè óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ
Ω0, t0, T,Ω, â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âñÿêîå âîçìóùåííîå ðå-
øåíèå ñ x(t0) ∈ Ω0 â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè t (t0 ≤ t ≤ T ) íå
ïîêèäàåò îáëàñòè Ω.
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Â ðÿäå ñëó÷àåâ áîëåå ïðåäïî÷òèëüíî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü òðèâè-
àëüíîãî ðåøåíèÿ, âûäåëèâ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñëàãàåìîå f(t, x(t)),
îïðåäåëÿþùåå âîçìóùàþùèå ñèëû:

dx

dt
= A(t, x(t)) + f(t, x(t)). (2.3)

Â ýòîì ñëó÷àå ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå: âîçìóùàþùèå ôóíêöèè f(t, x(t)),
t ∈ [t0, T ], x(t) ∈ Ω ïðèíàäëåæàò îáëàñòè Π.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3) òåõíè÷åñêè
óñòîé÷èâî, åñëè ïðè t ∈ [t0, T ], x(t0) ∈ Ω0, f(t, x(t)) ∈ Π, îíî íå âûõîäèò
èç îáëàñòè Ω.

Óñòîé÷èâîñòü ïî Òþðèíãó. Ïðè èññëåäîâàíèè ìíîãèõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èõ ðàçâèòèå îäíîðîäíî â ïðîñòðàí-
ñòâå è çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè. Òàêèå ïðîöåññû óäîáíî îïèñûâàòü
ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé îãðàíè÷èìñÿ ñèñòåìîé, ñîñòîÿùåé èç äâóõ
óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:

du1(t)

dt
= g1(t, u1, u2),

du2(t)

dt
= g2(t, u1, u2), (2.4)

ãäå gi(t, u1, u2)− íåëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, i = 1, 2.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ, ðàçâèâàþ-

ùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàå-
ìûå ïðîöåññû îäíîðîäíû ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ôîðìàëüíî
ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂u1(t, x)

∂t
= g1(t, u1, u2);

∂u2(t, x)

∂t
= g2(t, u1, u2) (2.5)

ïðè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ

ui(t0, x) = ui, i = 1, 2, (2.6)

íå çàâèñÿùèõ îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò.
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Òþðèíã ïîêàçàë [126], [7], ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ äîáàâëåíèå äèññèïàòèâ-
íûõ ñëàãàåìûõ âûçûâàåò ïåðåõîä ñèñòåìû ê íîâîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâå-
ñèÿ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ê ñèñòåìå (2.5) äîáàâëÿþòñÿ äèññèïàòèâíûå ñëàãà-
åìûå

∂u1(t, x)

∂t
= g1(t, u1, u2) + a11

∂2u1(t, x)

∂x2 + a12
∂2u2(t, x)

∂x2 ;

∂u2(t, x)

∂t
= g2(t, u1, u2) + a21

∂2u1(t, x)

∂x2 + a22
∂2u2(t, x)

∂x2 (2.7)

è íàðÿäó ñ íà÷àëüíûìè ââîäÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ui(t, a) = u0
i ; ui(t, b) = u1

i ; (2.8)

∂ui(t, a)

∂x
=
∂ui(t, b)

∂x
= 0,

i = 1, 2, a ≤ x ≤ b.

Ïðè ðÿäå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ aij, i, j = 1, 2, ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê íî-
âîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ. Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòüþ
ïî Òþðèíãó.

Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 2.9. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå u0

i (t, x), i = 1, 2, ñèñòåìû
óðàâíåíèé (2.5), îïðåäåëåííîå â îáëàñòè Ω : {((t, x) : (t0,∞) × [a, b]),
íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Òþðèíãó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε(ε > 0) íàéäåò-
ñÿ òàêîå δ(δ(ε)), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà |aij| ≤ δ, i, j = 1, 2,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî sup

t0≤t<∞,x∈[a,b]
|ui(t, x)− u0

i (t, x)| ≤ ε.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.5) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé
ïî Òþðèíãó.

Â ýòîì ðàçäåëå, ñëåäóÿ [82], [110], íàïîìíèì îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂Ψ(x, t)

∂t
= F


t, x,

∂Ψ(x, t)

∂x
,
∂2Ψ(x, t)

∂x2 , . . . ,
∂nΨ(x, t)

∂xn


 (2.9)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ψ(x∗, t) = A(t); Ψ(x∗, t) = B(t);

∂Ψ(x∗, t)
∂x

= A1(t);
∂Ψ(x∗, t)

∂x
= B1(t);
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. . . . .

∂n−1Ψ(x∗, t)
∂xn−1 = An−1(t);

∂n−1Ψ(x∗, t)
∂xn−1 = Bn−1(t) (2.10)

è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Ψ(x.t0) = c(x). (2.11)

Çäåñü t ∈ [t0,∞), x∗ ≤ x ≤ x∗.
Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåêòîð Ψ(x, t) = (ψ1(x, t), . . . , ψl(x, t)).
Äàäèì îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (2.9) − (2.11) îòíîñèòåëü-

íî íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïîëó÷àåì
íåâîçìóùåííûé ïðîöåññ Ψ(x, t) ≡ 0. Êàæäîìó íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ (ψ1(x, t0), . . . , ψl(x, t0)) ñîîòâåòñòâóåò ñâîé âåêòîð ðåøåíèÿ Ψ(x, t).

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè,
èìåþùèå äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé èç ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè
ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t ∈ [t0,∞).

Ìåðîé îòêëîíåíèÿ âîçìóùåííîãî ïðîöåññà îò íåâîçìóùåííîãî íàçû-
âàåòñÿ [82] âåùåñòâåííûé ôóíêöèîíàë ρ = ρ[Ψ(x, t), t], îïðåäåëåííûé äëÿ
êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ≥ t0 íà ìíîæåñòâå âåêòîð -
ôóíêöèé Ψ(x, t) è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1)ρ[Ψ, t] ≥ 0;
2)ρ[0, t] = 0;
3) äëÿ ëþáîãî ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà Ψ(x, t) âåùåñòâåííàÿ ôóíê-

öèÿ ρ[Ψ(x, t), t] îò àðãóìåíòà t íåïðåðûâíà ïî t.
Çäåñü ρ[Ψ, t] èçìåðÿåò áëèçîñòü âîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà îò

íåâîçìóùåííîãî â ìîìåíò âðåìåíè t. Åñëè ρ(Ψ, t) íå çàâèñèò ÿâíî îò t è
åãî çíà÷åíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì Ψ = Ψ(x, t), òî áóäåì
ïèñàòü ρ[Ψ].

Ïóñòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëåíû äâå ìåðû îòêëîíåíèé
ρH = ρH(Ψ) è ρ = ρ[Ψ, t], êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåùåñòâåííûå
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà äëÿ ëþáîãî t è äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ Ψ(x, t) â
îáëàñòè çíà÷åíèé x, ïðè÷åì ρH(0) = 0 è ρ[0, t] = 0.

Ìåðà îòêëîíåíèÿ ρH îò âðåìåíè t ÿâíî íå çàâèñèò; îíà íàçûâàåòñÿ
íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 2.10 [82]. Íåâîçìóùåííûé ïðîöåññ Ψ ≡ 0 íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûì ïî äâóì ìåðàì ρ è ρH , åñëè äëÿ ëþáîãî íàïåðåä äàííîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε è äëÿ êàæäîãî t0 ∈ [0, T ] ìîæíî óêàçàòü òàêîå
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ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ = δ(ε, t0), ÷òî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ðàñïðåäåëå-
íèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ρH < δ(ε, t0), â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
t > t0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ρ < ε.

Îïðåäåëåíèå 2.11 [82]. Íåâîçìóùåííûé ïðîöåññ Ψ ≡ 0 íàçûâàåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî äâóì ìåðàì ρ è ρH , åñëè îí óñòîé÷èâ ïî
ýòèì ìåðàì è ñóùåñòâóåò òàêîå δ0(t0) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî
íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ρH < δ0 âñå äîïóñòèìûå ïðîöåññû óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ ρ→ 0 ïðè t→∞.

Îïðåäåëåíèå 2.12 [82]. Íåâîçìóùåííûé ïðîöåññ Ψ ≡ 0 íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûì ïî ìåðàì ρ, ρH ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ ìîìåí-
òîâ âðåìåíè t0 ∈ [0, T ], åcëè äëÿ ëþáîãî íàïåðåä äàííîãî ïîëîæèòåëüíî-
ãî ÷èñëà ε ìîæíî óêàçàòü òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ(ε), îäíî è òî æå
äëÿ ëþáûõ t0 ∈ [0, T ], ÷òî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ ñ íà÷àëüíûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ ρH < δ(ε) ïðè t0 ∈ [0, T ],
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > t0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρ < ε.

Îïðåäåëåíèå 2.13 [82]. Ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-
÷èâûì ïî ìåðå ρ, åñëè äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ Ψ(x, t) ïðè íà÷àëü-
íûõ äàííûõ èç îêðåñòíîñòè {ρ}t0 ≤ H ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå α, β, a, b, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ t0 âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå {ρ}t0ae−αt ≤ ρ ≤ {ρ}t0be−βt.

Â ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòè ïî îäíîé ìåðå ïîëó÷àåì ρH = ρt=t0.

3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî îïåðà-
òîðíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Ïðè èçëîæåíèè ýòîãî ðàçäåëà èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ìîíîãðà-
ôèè [47].

Ðàññìîòðèì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå

dx

dt
= Ax+ f(t) (3.1)

ñ ïîñòîÿííûì îïåðàòîðîì A è íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèåé f(t).
Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèå (3.1) ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Òîãäà âñþäó íèæå
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ïîä ïðîñòðàíñòâîì B íóæíî ïîíèìàòü ïðîñòðàíñòâî Rn, ïîä îïåðàòî-
ðîì A− ìàòðèöó ðàçìåðà n × n, à ïîä ýëåìåíòàìè x è f − n- ìåðíûå
âåêòîð-ñòîëáöû.

Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
dx

dt
= Ax, (3.2)

ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ (3.1).
Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.2) ïðè íà÷àëüíîì

óñëîâèè
x(t0) = x0. (3.3)

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì deAt

dt
= AeAt îïåðàòîð-ôóíêöèè eAt, ñðàçó íàõî-

äèì, ÷òî ôóíêöèÿ eA(t−t0)x0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.2), (3.3).
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííîå â êëàññå äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ðåøåíèÿ x0 è x0 çàäà÷è (3.2),
(3.3). Îáîçíà÷èì èõ ðàçíîñòü ÷åðåç y(t). Òîãäà y(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ (3.2) è óñëîâèþ Êîøè y(t0) = 0. Ïîýòîìó ðåøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ
(3.2) ïðè y(t0) = 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y(t) =
t∫

t0

Ay(τ)dτ.

Ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, ïîëó÷àåì:

‖ y(t) ‖=‖
t∫

t0

Ay(τ)dτ ‖=‖ A
t∫

t0

y(τ)dτ ‖≤

≤‖ A ‖
t∫

t0

‖ y(τ) ‖ dτ ≤‖ ‖A‖ sup
t0≤τ≤t

‖ y(τ) ‖ |t− t0|.

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

sup
t0≤τ≤t

‖y(τ)‖ ≤ ‖A‖|t− t0| sup
t0≤τ≤t

‖y(τ)‖

íåâîçìîæíîå ïðè ‖ A ‖| t− t0 |< 1.
Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äîêàçàíà.
Íàéäåì òåïåðü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.1). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì âàðèàöèè.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) áóäåì èñêàòü â âèäå x(t) = eA(t−t0)y(t).
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Ïîäñòàâèâ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå (3.1), ïîëó÷èì:

eA(t−t0)dy(t)
dt

= f(t).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð e−A(t−t0) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îïåðà-
òîðó eA(t−t0). Ïîýòîìó

dy

dt
= e−A(t−t0)f(t)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

y(t) = c+
t∫

t0

e−A(s−t0)f(s)ds.

Îòñþäà

x(t) = eA(t−t0)c+ eA(t−t0)
t∫

t0

e−A(s−t0)f(s)ds.

Òàê êàê ðåøåíèå x(t) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
(3.3), òî c = x(t0) = x0. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

x(t) = eA(t−t0)x0 +
t∫

t0

eA(t−s)f(s)ds. (3.4)

Ðåøåíèå (3.4) êðàåâîé çàäà÷è (3.1), (3.3) åäèíñòâåííî.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê óðàâíåíèþ ñ ïåðåìåííûì îïåðàòîðîì:

dx

dt
= A(t)x(t) + f(t) (t ∈ J), (3.5)

ãäå J− êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê.
Óðàâíåíèþ (3.5) ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= A(t)x(t). (3.6)

Ñëåäóÿ [47], äîêàæåì, ÷òî åñëè ôóíêöèè f(t) è A(t)x(t) (ïðè ëþáûõ
x ∈ B) íåïðåðûâíû íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ, ïðèíàäëåæàùèõ J, òî óðàâ-
íåíèå (3.5) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè

x(t0) = x0 (3.7)

èìååò âñþäó íà J íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå.
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Òàê êàê ôóíêöèè f(t) è A(t)x(t) íåïðåðûâíû, òî çàäà÷à Êîøè (3.5),
(3.7) ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

x(t) = x0 +
t∫

t0

A(τ)x(τ)dτ +
t∫

t0

f(τ)dτ. (3.8)

Îáîçíà÷èì g(τ) = x0+
t∫

t0

f(τ)dτ è ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

x(t) = g(t) +
t∫

t0

A(τ)x(τ)dτ (3.9)

ñ íåïðåðûâíîé íà J âåêòîð ôóíêöèåé g(t).Ïîêàæåì, ÷òî íà ëþáîì êîíå÷-
íîì èíòåðâàëå [t0, T ] ∈ J óðàâíåíèå (3.9) èìååò íåïðåðûâíîå ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(B, [a, b]) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà
[a, b] ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå èç B ñ íîðìîé

|||x||| = max
t∈[a,b]

‖ x(t) ‖ .

Ðàññìîòðèì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîð

(Sx)(t) = g(t) +
t∫

t0

A(τ)x(τ)dτ,

îïðåäåëÿåìûé ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (3.9). Ýòîò îïåðàòîð ïåðåâîäèò
C(B, [t0, T ]) â ñåáÿ, òàê êàê îïåðàòîð (Sx)(t) íåïðåðûâåí íà [t0, T ].

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

(Sx)(t) = g(t) +
t∫

t0

A(τ)x(τ)dτ ;

(S2(x))(t) = g(t) +
t∫

t0

A(τ)g(τ)dτ +
t∫

t0

A(t2)
t2∫

t0

A(t1)x(t1)dt1dt2 =

= g(t) +
t∫

t0

A(τ)g(τ)dτ +
t∫

t0

t2∫

t0

A(t2)A(t1)x(t1)dt1dt2.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

(Snx)(t) = g(t) +
t∫

t0

A(t1)g(t1)dt1 +
t∫

t0

t2∫

t0

A(t2)A(t1)g(t1)dt1dt2 + . . .+
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+
t∫

t0

tn−1∫

t0

. . .
t2∫

t0

A(tn−1)A(tn−2) . . . A(t1)g(t1)dt1 . . . dtn−1+

+
t∫

t0

tn∫

t0

. . .
t2∫

t0

A(tn)A(tn−1) . . . A(t1)x(t1)dt1 . . . dtn,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

(Snx2)(t)− (Snx1)(t) =

=
t∫

t0

tn∫

t0

. . .
t2∫

t0

A(tn)A(tn−1) . . . A(t1)(x2(t1)− x1(t1))dt1 . . . dtn.

Ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, áóäåì èìåòü:

‖ (Snx2)(t)− (Snx1)(t) ‖=

=

∥∥∥∥∥∥∥

t∫

t0

tn∫

t0

. . .
t2∫

t0

A(tn)A(tn−1) . . . A(t1)(x(t2)− x(t1))dt1 . . . dtn

∥∥∥∥∥∥∥
≤

≤
t∫

t0

tn∫

t0

. . .
t2∫

t0

‖ A(tn) ‖ . . . ‖A(t1)‖ ‖ x2(t1)− x1(t1) ‖ dt1 . . . dtn ≤

≤
t∫

t0

tn∫

t0

. . .
t2∫

t0

‖ A(tn) ‖‖ A(tn−1) ‖ . . . ‖ A(t2)‖A(t1)‖ ‖ dt1 . . . dtn×

× sup
t0≤t1≤T

‖ (x2(t1)− x1(t1)) ‖=

= | ‖ x2 − x1 ‖ |
t∫

t0

tn∫

t0

. . .
t2∫

t0

‖ A(tn) ‖‖ A(tn−1) ‖ . . . ‖ A(t1) ‖ dt1 . . . dtn.

Â êíèãå [100] äîêàçàíî (ïðè äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ) ðàâåíñòâî
t∫

t0

tn∫

t0

. . .
t2∫

t0

‖ A(tn) ‖‖ A(tn−1) ‖ . . . ‖ A(t1) ‖ dt1 . . . dtn =

=
1

n!

t∫

t0

t∫

t0

. . .
t∫

t0

‖ A(tn) ‖‖ A(tn−1) ‖ . . . ‖ A(t1) ‖ dt1 . . . dtn =

=
1

n!



t∫

t0

‖ A(τ) ‖ dτ


n

. (3.10)
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Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà îöåíêà

| ‖ Snx2 − Snx1 ‖ | ≤ 1

n!



T∫

t0

‖ A(τ) ‖ dτ


n

| ‖ x2 − x1 ‖ |.

Òàê êàê ïðè êîíå÷íîì T âåëè÷èíà
T∫

t0

‖ A(τ) ‖ dτ îãðàíè÷åííà, òî ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n(n ≥ N)

1

n!



T∫

t0

‖ A(τ) ‖ dτ


n

≤ q < 1.

Ïîýòîìó îïåðàòîð Sn ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Â ðàçäåëå 1.3 áûëî îò-
ìå÷åíî, ÷òî åñëè Sn− ñæèìàþùèé îïåðàòîð, òî óðàâíåíèå x = Sx èìååò
îäíî ðåøåíèå. Òàê êàê óðàâíåíèå (3.9) ýêâèâàëåíòíî çàäà÷å Êîøè (3.5),
(3.7), óðàâíåíèå (3.5) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (3.7) èìååò íà ëþáîì êî-
íå÷íîì èíòåðâàëå [t0, T ] ⊂ J òî÷íî îäíî íåïðåðûâíîå ðåøåíèå.

Íåïðåðûâíîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì x(t) =
= lim

n→∞S
nx0(t) ïðè ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà J.

Ïîýòîìó ðåøåíèå x(t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ðÿäîì

x(t) = g(t) +
t∫

t0

A(t1)g(t1)dt1+

+
∞∑

n=2

t∫

t0

tn∫

t0

. . .
t2∫

t0

A(tn)A(tn−1) . . . A(t1)g(t1)dt1 . . . dtn = g(t) +
∞∑

k=1
gk(t),

ãäå gk(t) =
t∫

t0

A(τ)gk−1(τ)dτ, g0(t) = g(t).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ëèíåéíûé îïåðàòîð

U(t) = I +
t∫

t0

A(t1)dt1+

+
∞∑

n=2

t∫

t0

tn∫

t0

. . .
t2∫

t0

A(tn)A(tn−1) . . . A(t1)dt1 . . . dtn. (3.11)
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Èç îöåíêè (3.10) ïîëó÷àåì

‖ U(t) ‖≤ 1 +
∞∑

n=1

1

n!



t∫

t0

‖ A(τ) ‖ dτ



1/n

<∞,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ.
Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà U(t) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

(3.6) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (3.7) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå x(t) = U(t)x0.

Îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ U(t) îáëàäàåò ðÿäîì âàæíûõ ñâîéñòâ. Íà íåêî-
òîðûõ èç íèõ ìû îñòàíîâèìñÿ.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà
dU(t)

dt
= A(t)U(t), (3.12)

ïðè÷åì U(t0) = I. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî ïîäñòàíîâêîé ôóíêöèè U(t) â îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.12).

Ïîêàæåì ñëåäóÿ [47], ÷òî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð U−1(t), îáðàòíûé ê
îïåðàòîðó U(t). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dV

dt
= −V A(t),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñîþçíûì ïî îòíîøåíèþ ê óðàâíåíèþ (3.12). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç V (t) ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
V (t0) = I. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ W1(t) = V (t)U(t). Òîãäà

dW1(t)

dt
= V (t)

dU

dt
+
dV

dt
U(t) = V AU − V AU = 0.

Òàê êàê ðåøåíèåì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòà èW1(t0) =
= V (t0)U(t0) = I, òî W1(t) = I, ò. å. V (t)U(t) = I, V (t) = U−1

r (t).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ W2(t) = U(t)V (t). Ñîñòàâèì äèôôåðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå
dW2(t)

dt
= AUV − UV A = AW2 −W2A.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî W2(t) = I ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â
ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ òîæ-
äåñòâåííûì. Ïîýòîìó W2(t) = U(t)V (t) = I è V (t) = U(t)−1

l . (Îòìå-
òèì, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò
èç íåïðåðûâíîñòè èõ ïðàâûõ ÷àñòåé).
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå U(t1, t0) = U(t1)U
−1(t0). Îïåðàòîð U(t1, t0) íàçû-

âàåòñÿ ýâîëþöèîííûì (ðàçðåøàþùèì) îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (3.6) èëè îïåðàòîðîì Êîøè. Îïåðàòîð U(t, t0) ïîçâîëÿåò çà-
ïèñàòü ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ dx

dt
= A(t)x(t) ïðè íà÷àëüíîì

óñëîâèè x(t0) â âèäå x(t) = U(t, t0)x(t0), à ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dx

dt
= A(t)x(t) + f(t) (3.13)

ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè x(t0) = x0 â âèäå

x(t) = U(t, t0)x0 +
t∫

t0

U(t, τ)f(τ)dτ. (3.14)

Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (3.14) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîä-
ñòàíîâêîé åå â óðàâíåíèå (3.13).

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå
dx

dt
= A(t)x(t) +B(t, x(t)) (3.15)

ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè
x(t0) = x0. (3.16)

Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð U(t, t0), ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.15) � (3.16),
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

x(t) = U(t, t0)x0 +
t∫

t0

U(t, τ)B(τ, x(τ))dτ.

Ýòî óðàâíåíèå áóäåò èñïîëüçîâàíî â ñëåäóþùåé ãëàâå ïðè èññëåäîâà-
íèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

4. ×èñëåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ îáëàñòåé ðàñïîëîæåíèÿ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âàæíóþ ðîëü èãðàþò àëãî-
ðèòìû íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö èëè, ÷òî äîñòàòî÷íî
âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, îáëàñòåé èõ ðàñïîëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé ñèñòåì ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Äëÿ óñòîé÷èâîñòè òàêîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ áûëè ðàñïîëîæåíû âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé èëè, ÷òî òî æå ñà-
ìîå, ÷òîáû êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

p(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

áûëè áû ðàñïîëîæåíû âíóòðè ýòîé îêðóæíîñòè.
Çàìå÷àíèå. Ìû îñòàâëÿåì â ñòîðîíå ñëó÷àé, êîãäà ñîáñòâåííîå çíà÷å-

íèå åäèíè÷íîé êðàòíîñòè íàõîäèòñÿ íà ñàìîé åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ëîêàëèçàöèè êîðíåé õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà âîñïîëüçóåìñÿ ïîíÿòèåì èíäåêñà [40] è îäíèì
èç åãî ñâîéñòâ.

Ïóñòü L− ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð è G(t)− çàäàííàÿ íà íåì íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ, íå îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü.

Îïðåäåëåíèå 4.1 [40]. Èíäåêñîì ôóíêöèè G(t) ïî êîíòóðó L íàçû-
âàåòñÿ äåëåííîå íà 2π ïðèðàùåíèå åå àðãóìåíòà ïðè îáõîäå êîíòóðà L â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Ëåììà 4.1 [40]. Åñëè G(t) åñòü êðàåâîå çíà÷åíèå ôóíêöèè àíàëèòè-
÷åñêîé âíóòðè êîíòóðà, òî åå èíäåêñ ðàâåí ÷èñëó íóëåé (ñ ó÷åòîì èõ
êðàòíîñòè) âíóòðè êîíòóðà.

Ëåììà 4.2 [40]. Åñëè G(t) àíàëèòè÷åñêàÿ âíóòðè êîíòóðà âñþäó çà
èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, â êîòîðûõ îíà èìååò ïîëþñû, òî
åå èíäåêñ ðàâåí ðàçíîñòè ÷èñëà íóëåé è ÷èñëà ïîëþñîâ (ñ ó÷åòîì èõ
êðàòíîñòåé).

Èçâåñòíî [40], ÷òî èíäåêñ ôóíêöèè G(t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

χ =
1

2πi

∫

L

d lnG(t) =
1

2πi

∫

L

G′(t)
G(t)

dt. (4.1)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

χ =
1

2πi

∫

γ

q′(t)
q(t)

dt, (4.2)

ãäå γ− åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ïëîñêîñòè
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z; q(x) = 1/p(x), p(x)− õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ïîëèíîì.

Èç ëåìì 4.1 è 4.2 ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñ ôóíêöèè q(x) ðàâåí âçÿòîìó ñ
ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì ÷èñëó íóëåé ïîëèíîìà p(x). Òàêèì îáðàçîì,
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åñëè âñå êîðíè ïîëèíîìà p(x) ðàñïîëîæåíû âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíî-
ñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî χ = −n.

Îòñþäà âûòåêàåò àëãîðèòì ëîêàëèçàöèè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ñèñòåì.

Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó z = eit, t ∈ [0, 2π] è îöåíèì ñíèçó ìîäóëü ôóíê-
öèè p(eit) íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Åñëè mint∈[0,2π] |p(eit)| ≥ α > 0, òî
ïåðåõîäèì ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà (4.2), êîòîðûé åñòåñòâåííî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

χ = − 1

2πi

∫

γ

p′(t)
p(t)

dt. (4.3)

Òàê êàê ôóíêöèÿ p′(t)/p(t) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòîðîì êîëü-
öå ρ ≤ |t| ≤ R, ρ < 1, R > 1, òî [85] êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé. Ïóñòü M− öåëîå ÷èñëî. Êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ èíòåãðàëà (4.3) èìååò âèä

χ = − 1

M

M−1∑

k=0

p′(ei2kπ/M)

p(ei2kπ/M)
ei2π/M +RM(p). (4.4)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòüRM(p) êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4.4)
îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

|RM(p)| ≤ B(ρM + (1/R)M)). (4.5)

Â ñëó÷àå, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ óñëîâèåì, ÷òî ôóíêöèÿ p′(t)/p(t) èìååò
ïðîèçâîäíûå äî r-ãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì r-ÿ ïðîèçâîäíàÿ îãðàíè÷åíà êîí-
ñòàíòîé K, òî [85]

|RM(p)| = O(M−r). (4.6)

Òàê êàê èíäåêñ χ− öåëîå ÷èñëî, òî äîñòàòî÷íî, èñïîëüçóÿ îöåíêè (4.5),
(4.6), âûáðàòü M òàêèì, ÷òîáû |RM(p) ≤ 1/2.

Åñëè χ = −n+RM(p), ãäå |RM(p) ≤ 1/2, òî âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ïîëèíîìà ðàñïîëîæåíû âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Óìåíüøàÿ ðàäèóñ îêðóæíîñòè γ â ôîðìóëå (4.2), ìîæíî áîëåå òî÷-
íî ëîêàëèçîâàòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è îöåíèòü "çà-
ïàñ"óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 4.1. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ëîêà-
ëèçàöèè êîðíåé êâàçèïîëèíîìîâ.
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Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè òàêæå âîçíèêàåò çàäà÷à ëîêàëèçàöèè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà

p(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîðíè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà áûëè ðàñïîëîæåíû â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè
ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé (ìíèìàÿ îñü èñêëþ÷àåòñÿ).

Èçâåñòíî, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà A ðàñïîëîæåí âíóòðè è
íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ ðàäèóñîì R = ‖A‖.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç ñåãìåíòà [−R,R] íà ìíèìîé
îñè, ñåãìåíòà [−R,R] íà ïðÿìîé x = −R, ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà R/2 ñ
öåíòðîì â òî÷êå (−R/2, R) è âûïóêëîé ââåðõ è ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà
R/2 ñ öåíòðîì â òî÷êå (−R/2, R) è âûïóêëîé âíèç.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû íå ëåæàò íà êîí-
òóðå γ.

Çàìå÷àíèå 4.2. Â ñëó÷àå, åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëåæàò íà ÷àñòè
êîíòóðà γ, íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ ìíèìîé îñüþ, ìîæíî ïîëîæèòü R =
= ‖A‖+ ε, ãäå ε− êàê óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(γ)− îáëàñòü îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì γ. Òîãäà
÷èñëî êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ðàñïîëîæåííûõ â îáëà-
ñòè B(γ), îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

n(B(γ)) = − 1

2πi

∫

γ

p′(t)
p(t)

dt. (4.7)

Ê èíòåãðàëó (4.7) ïðèìåíèì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì. Åå åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì îò ñòàíäàðò-
íîé ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî â ÷èñëî óçëîâ âõîäÿò êîíöû ñåãìåíòîâ.

Îïèøåì óçëû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû. Óçëû v1
k = (0,−Ri+2kRi/M),

k = 0, 1, . . . ,M, v2
k = (−R,−Ri+2kRi/M), k = 0, 1, . . . ,M, ðàñïîëîæåíû

íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ îáëàñòè B(γ).
Óçëû íà âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè îïèñûâàþòñÿ íà ïëîñêîñòè êîì-

ïëåêñíîé ïåðåìåííîé òî÷êàìè z1
k = (−R/2, Ri) + (R/2)eiϕk, ϕk = kπ/M,
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k = 0, 1, . . . ,M.Íà íèæíåé ïîëóîêðóæíîñòè � òî÷êàìè z2
k = (−R/2,−Ri)−

−(R/2)eiϕk, ϕk = π + kπ/M, k = 0, 1, . . . ,M.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

n(B(γ)) = − 1

2πi





2Ri

M

M−1∑

k=0

p′(v1
k)

p(v1
k)

+

+
πRi

2M

M−1∑

k=0

p′(z1
k)e

ikπ/M

p(z1
k)

− 2Ri

M

M−1∑

k=0

p′(v2
k)

p(v2
k)

+
πRi

2M

M−1∑

k=0

p′(z2
k)e

ikπ/M

p(z2
k)



+RM(p).

(4.8)
Ïîãðåøíîñòü ýòîé ôîðìóëû çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ d(γ) êîðíåé õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îò êîíòóðà γ è îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
Kq4M , ãäå q < 1, 4M− ÷èñëî óçëîâ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû; K− ïîñòî-
ÿííîå ÷èñëî íå çàâèñÿùåå îò M, à çàâèñÿùåå òîëüêî îò d(γ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ M, ïîãðåø-
íîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå 1/2 è êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà îïðåäåëÿåò ÷èñëî êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà â
îáëàñòè B(γ).

Çàìå÷àíèå 4.3. Ñäâèãàÿ âëåâî ïðàâóþ ñòîðîíó îáëàñòè B(γ), ìîæíî
îïðåäåëèòü "çàïàñ"óñòîé÷èâîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.
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Ã ë à â à 2

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈÉ ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Â ðàçäåëàõ 1, 2 äàííîé ãëàâû ïðèâåäåíû êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
ïî óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.
Ïðè èçëîæåíèè ýòîãî ìàòåðèàëà ìû ñëåäóåì ìîíîãðàôèÿì [9], [11], [47],
[50], [68].

Â îñòàëüíûõ ðàçäåëàõ ïîñòðîåíû êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñè-
ñòåì ðàçëè÷íîãî âèäà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îõâàòûâàþùèå îä-
íîâðåìåííî ðåãóëÿðíûé è âñåâîçìîæíûå êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè.

1. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå

dx

dt
= Ax+ f(t) (1.1)

ñ ïîñòîÿííûì îïåðàòîðîì A è íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèåé f(t).
Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â n-ìåðíîì âåê-

òîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Òîãäà âñþäó íèæå ïîä ïðîñòðàíñòâîì B íóæíî
ïîíèìàòü ïðîñòðàíñòâî Rn, ïîä îïåðàòîðîì A− ìàòðèöó ðàçìåðà n× n,
à ïîä ýëåìåíòàìè x è f − n-ìåðíûå âåêòîð-ñòîëáöû.

Áóäåì èññëåäîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè
íà÷àëüíîì óñëîâèè

x(t0) = x0. (1.2)

Ïðèâåäåì êëàññè÷åñêèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè (1.1), (1.2). Ïóñòü x∗− ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðå-
ìåííûõ x(t) = v(t) + x∗(t). Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïîëó÷èì

dv

dt
= Av, (1.3)

v(t0) = 0. (1.4)
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Î÷åâèäíî, íåâîçìóùåííûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ òîæ-
äåñòâåííûé íóëü. Äàäèì v(t0) íåêîòîðîå ïðèðàùåíèå, ïîëîæèâ

v(t0) = v0, (1.5)

è èññëåäóåì îòêëîíåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.3), (1.5) îò òîæäåñòâåí-
íîãî íóëÿ. Ðåøåíèåì ïîñëåäíåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ v(t) =
= eA(t−t0)v0. Ïîýòîìó

‖ v(t) ‖≤
∥∥∥eA(t−t0)∥∥∥ ‖ v0 ‖ .

Â ñèëó òåîðåìû 1.3 èç ïðåäûäóùåé ãëàâû ‖ eA(t−t0) ‖≤ Neλ(t−t0), ãäå
λ = max(Re σ(A)). Ïîýòîìó åñëè ñïåêòð îïåðàòîðà A ðàñïîëîæåí â
ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z è λ < 0, òî
‖ v(t) ‖≤ Neλ(t−t0) ‖ v0 ‖→ 0 ïðè t → ∞. Âûáèðàÿ ‖ v0 ‖ äîñòàòî÷íî
ìàëîé, áåç òðóäà óáåæäàåìñÿ, ÷òî ‖ v(t) ‖< ε ïðè t ≥ t0. Òàêèì îáðàçîì
äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.1 [47]. Åñëè ñïåêòð îïåðàòîðà A ðàñïîëîæåí â ëåâîé ïî-
ëóïëîñêîñòè ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, òî íåâîçìóùåííîå ðå-
øåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à Êîøè (1.1), (1.2) íåóñòîé÷è-
âà, åñëè õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A ëåæèò â ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè.

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå è åìó áóäóò ïîñâÿùåíû ðàçäåëû 4−6
äàííîé ãëàâû. Îäíàêî â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ âîçìîæíî ïîëó÷èòü ëåãêî-
îáîçðèìûå óòâåðæäåíèÿ. Îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð

A(t) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì B(t) =
t∫

t0

A(τ)dτ. Íàïîìíèì, ÷òî äâà îïå-

ðàòîðà A(t) è B(t) íàçûâàþòñÿ êîììóòèðóþùèìè, åñëè A(t)B(t) =
= B(t)A(t).

Òåîðåìà 1.2 [50]. Ïóñòü îïåðàòîðû A(t) è B(t) =
t∫

t0

A(τ)dτ êîììóòè-

ðóþò. Åñëè ñóùåñòâóåò îïåðàòîð B = lim
t→∞

1

t

t∫

t0

A(τ)dτ è ñïåêòð îïåðàòîðà

B ðàñïîëîæåí â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
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íîé z, òî íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
dx

dt
= A(t)x(t) + f(t) (1.6)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1.6) ñëåäóåò èç óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
dx

dt
= A(t)x(t). (1.7)

Ïîýòîìó èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1.7). Òàê êàê îïåðàòîðû A(t) è B(t) êîììóòèðóþò, òî äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
(1.7) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè x(t0) = x0 èìååò âèä

x(t) =


exp




t∫

t0

A(τ)dτ





x0.

Îáîçíà÷èì λ = max Re σ(B). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû λ < 0. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíîå ε(ε > 0), òàêîå, ÷òî λ+ ε < 0. Èç òåîðèè ïðåäåëîâ ñëåäóåò,
÷òî äëÿ äàííîãî ε íàéäåòñÿ òàêîå T, ÷òî ïðè t ≥ T

∥∥∥∥∥∥∥
1

t− t0

t∫

t0

A(τ)dτ −B

∥∥∥∥∥∥∥
< ε.

Ïîýòîìó åñëè îïåðàòîðû B è
t∫

t0

A(τ)dτ êîììóòèðóþò, òî ðåøåíèå ïðè

t ≥ T ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖ x(t) ‖=
∥∥∥∥∥∥∥∥
e

t∫
t0

A(τ)dτ
x0

∥∥∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∥∥∥
e

t∫
t0

A(τ)dτ
∥∥∥∥∥∥∥∥
‖ x0 ‖=

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
eB(t−t0)e

t∫
t0

A(τ)dτ−B(t−t0)
∥∥∥∥∥∥∥∥
‖ x0 ‖≤

≤‖ eB(t−t0) ‖ e
‖

t∫
t0

A(τ)dτ−B(t−t0)‖ ‖ x0 ‖≤
≤ Neλ(t−t0)eε(t−t0) ‖ x0 ‖≤ Ne(λ−ε)(t−t0) ‖ x0‖.
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Òàê êàê λ+ ε < 0, òî ïðè t→∞ ‖ x(t) ‖→ 0. Ïîýòîìó, âûáðàâ íîðìó
‖ x0 ‖ äîñòàòî÷íî ìàëîé, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ‖ x(t) ‖≤ ε äëÿ âñåõ t.

Âûøå áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå î êîììóòèðóåìîñòè îïåðàòîðîâ B

è
t∫

t0

A(τ)dτ. Äîêàæåì åãî.

Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

A(t)
t∫

s

A(τ)dτ =




t∫

s

A(τ)dτ


A(t).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî ïåðåìåííîé s. ÒîãäàA(t)[−A(s)] =

= [−A(s)]A(t), ò. å. A(t)A(s)] = A(s)A(t).
Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî t è s, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó:

t∫

t0

A(τ)dτ
1

s

s∫

t0

A(σ)dσ =
1

s

t∫

t0

dτ
s∫

t0

A(τ)A(σ)dσ =

=
1

s

t∫

t0

dτ
s∫

t0

A(σ)A(τ)dσ =
1

s

s∫

t0

A(σ)dσ
t∫

t0

A(τ)dτ.

Ïåðåõîäÿ â ïðåäûäóùåì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè s→∞, ïîëó÷èì:



t∫

t0

A(τ)dτ


B = B




t∫

t0

A(τ)dτ


 ,

ò. å. îïåðàòîðû B è
t∫

t0

A(τ)dτ êîììóòèðóþò. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Êîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ A(t) è
t∫
t0
A(τ)dτ äîñòàòî÷íî

ñëîæíî ïðîâåðèòü. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî
êîììóòàòèâíîñòè A(t) è A(s) ïðè ëþáûõ t è s ïðè t, τ ≥ t0.

Ýòà òåîðåìà äîïóñêàåò ñëåäóþùèå îáîáùåíèÿ.
Òåîðåìà 1.2'. Ïóñòü ñóùåñòâóåò îïåðàòîð B(t), óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèÿì:
1) ïðè t, s ≥ t0 îïåðàòîðû B(t) è B(s) êîììóòèðóþò;
2) ñïåêòð îïåðàòîðà B = lim

t→∞
1

t−t0
t∫
t0
B(τ)dτ ðàñïîëîæåí â ëåâîé ïîëó-

ïëîñêîñòè ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé è ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà sup Reσ(B) = −α, α > 0, ‖eB(t−t0)‖ ≤ Ne−(α−ε)(t−t0), ãäå ε(ε > 0)−
êàê óãîäíî ìàëîå ÷èñëî, N = const, N > 0;
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3) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî lim
t→∞

N
t−t0

t∫
t0
ψ(s)ds < α, ãäå ψ(s) = ‖A(s)−

−B(s)‖.
Òîãäà íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1.6) ñëåäóåò èç óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

dx

dt
= A(t)x(t).

Ïðåäñòàâèì ýòî óðàâíåíèå â âèäå
dx

dt
= B(t)x(t) + (A(t)−B(t))x(t).

Ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå

x(t) = e

t∫
t0

B(τ)dτ
x(t0) +

t∫

t0

e

t∫
s

B(τ)dτ
(A(s)−B(s))x(s)ds.

Âûøå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t

‖e
t∫

t0

B(τ)dτ
‖ ≤ Ne−(α−ε)(t−t0),

ãäå ε(ε > 0)− êàê óãîäíî ìàëîå ÷èñëî, N = const.
Òîãäà

‖x(t)‖ ≤ Ne−(α−ε)(t−t0)‖x0‖+N
t∫

t0

e−(α−ε)(t−s)‖A(s)−B(s)‖‖x(s)‖ds.

Ââåäåì ôóíêöèþ
ϕ(t) = ‖x(t)‖e(α−ε)t.

Òîãäà

ϕ(t) ≤ Nϕ(t0) +N
t∫

t0

ϕ(s)ψ(s)ds.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà, èìååì

ϕ(t) ≤ N(exp(N
t∫

t0

ψ(s)ds))ϕ(t0).
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Âîçâðàùàÿñü ê íîðìàì, èìååì

‖x(t)‖ ≤ Nexp(N
t∫

t0

ψ(s)ds− (α− ε)(t− t0))‖x(t0)‖ =

= N‖x(t0)‖exp










N

t− t0

t∫

t0

ψ(s)ds


− (α− ε)


 (t− t0)


 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè lim
t→∞

N
t−t0

t∫
t0
ψ(s)ds < α, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.7) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå H ìîæíî ñóäèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäóþùèì èçÿùíûì íåðàâåí-
ñòâîì.

Òåîðåìà 1.3 [47]. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (1.7) â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ôóíêöèÿ

ϕM(t) = ‖x(t)‖ exp



−

t∫

t0

λM [AR(τ)]dτ





ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, à ôóíêöèÿ

ϕm(t) = ‖x(t)‖ exp



−

t∫

t0

λm[AR(τ)]dτ



−

íåóáûâàþùåé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè t ≥ s ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖ x(s) ‖ exp





t∫

s

λm[AR(τ)]dτ



 ≤‖ x(t) ‖≤‖ x(s) ‖ exp





t∫

s

λM [AR(τ)]dτ



 ,

ãäå AR = (A + A∗)/2;λm[AR], λM [AR]− ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíîå è
ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà AR.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ

φ2
M(t) = (x(t), x(t)) exp



−2

t∫

s

λM [AR(τ)]dτ



 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âûðàæåíèå

dφ2
M(t)

dt
= [(x′(t), x(t)) + (x(t), x′(t))] exp



−2

t∫

s

λM [AR(τ)]dτ



−
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−2(x(t), x(t))λM [AR(t)] exp



−2

t∫

s

λM [AR(τ)]dτ



 ≤

≤ 2{(AR(t)x(t), x(t))− λM [AR(t)](x(t), x(t))} exp



−2

t∫

s

λM [AR(τ)]dτ



 ,

èç êîòîðîãî â ñèëó íåðàâåíñòâà

λm(AR(t))(x(t), x(t)) ≤ (AR(t)x(t), x(t)) ≤ λM(AR(t))(x(t), x(t)),

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà AR, ñëåäóåò,÷òî

dφ2
M(t)

dt
≤ 0.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
Âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.3 äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ëþáîå áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî B.
Òåîðåìà 1.4 [47]. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (1.7) â áàíà-

õîâîì ïðîñòðàíñòâå B ñïðàâåäëèâî ïðè t ≥ s íåðàâåíñòâî

‖ x(s) ‖ exp





t∫

s

−Λ(−A(τ))dτ



 ≤‖ x(t) ‖≤

≤‖ x(s) ‖ exp





t∫

s

Λ(A(τ))dτ



 , (1.8)

ãäå Λ(A(τ))− ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà îïåðàòîðà A(τ).
Òåîðåìû 1.3 è 1.4 äîïóñêàþò ñëåäóþùèå îáîáùåíèÿ.
Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü K− ëèíåéíûé íåïðåðûâíî îáðàòèìûé îïåðàòîð,

îãðàíè÷åííûé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ïðè t ≥ s äëÿ
ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (1.7) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖K−1‖−1‖x(s)‖exp{
1∫

0

λm[(K−1A(τ)K)R]dτ ≤ ‖x(t)‖ ≤

≤ ‖K‖‖x(s)‖exp{
1∫

0

λM [(K−1A(τ)K)]R]dτ}.
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Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü K ∈ [B,B], K− ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé íåïðå-
ðûâíî îáðàòèìûé îïåðàòîð. Òîãäà ïðè t ≥ s äëÿ ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ
(1.7) â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖K−1‖−1‖x(s)‖exp{
1∫

0

−Λ[−K−1A(τ)K]dτ} ≤ ‖x(t)‖ ≤

≤ ‖K‖‖x(s)‖exp{
1∫

0

Λ[K−1A(τ)K]dτ}. (1.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê òåîðåìû 1.5 è 1.6 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷-
íî, òî îñòàíîâèìñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.6. Ïóñòü x(t) = Ky(t).
Òîãäà óðàâíåíèå (1.7) èìååò âèä

dy

dt
= K−1A(t)Ky(t),

è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.4. Âîçâðàùàÿñü ê ôóíê-
öèè x(t), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (1.9).

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 1.4 è 1.6 ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòûå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëü-
íûõ ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé c íåïðåðûâíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dxi
dt

=
n∑

j=1
aij(t)xj(t), (1.10)

i = 1, 2, . . . , n.
Èçâåñòíî, ÷òî â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ c (ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñõîäÿ-

ùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (ξ1, . . . , ξn, . . .) c íîðìîé ‖x‖ = sup |ξi|)
è â l1 (ïðîñòðàíñòâî âñåõ àáñîëþòíî ñóììèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñ íîðìîé ‖x‖ =

∞∑
k=1

|ξk|) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû A = {aij},
i, j = 1, 2, . . . ,∞, ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî

Λ(A) = sup
j
{Reajj +

∑

k 6=j
|ajk|}, Λ(A) = sup

j
{Reajj +

∑

k 6=j
|akj|}.

Òàêèì îáðàçîì â ìåòðèêàõ ïðîñòðàíñòâ c è l1 òðèâèàëüíîå ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.10) áóäåò óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî),
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åñëè ïðè âñåõ t ∈ [T,∞), T = const, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
t∫

T

{sup
j
{Reajj(τ) +

∑

k 6=j
|ajk(τ)|}}dτ < 0; (1.11)




t∫

T

(sup
j
{Reajj(τ) +

∑

k 6=j
|akj(τ)|}}dτ ≤ −α, α > 0


 . (1.12)

Ñóùåñòâóåò åùå íåñêîëüêî ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøå-
íèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñðåäè íèõ â
ïåðâóþ î÷åðåäü íóæíî îòìåòèòü ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñî ñòàðøèì è ãåíå-
ðàëüíûì ïîêàçàòåëÿìè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ íà ïîëóîñè è ñ êîìïàêò-
íûìè îïåðàòîð-ôóíêöèÿìè (ñì. ãë. III ìîíîãðàôèè [47]).

2. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âïåðâûå áûëà èññëåäîâàíà À. Ì. Ëÿïóíîâûì, èñïîëüçîâàâøèì äëÿ
ýòîãî ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå ïîëó÷èëè íàçâàíèå ôóíêöèé
Ëÿïóíîâà.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà, îñíîâàííîãî íà ïî-
ñòðîåíèè ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, è äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ìîæ-
íî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [9], [50], [55], [68], [74], [76], [80]. Íå îñòàíàâ-
ëèâàÿñü íà èçëîæåíèè ýòîãî ìåòîäà, èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
dx

dt
= A(t)x(t) +B(t, x(t)). (2.1)

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî äëÿ ñóæäåíèÿ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé äîñòàòî÷íî èçó÷èòü âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè èõ íóëåâûõ ðåøåíèé.
Ïîýòîìó áóäåì èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (2.1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî B(t, 0) ≡ 0.

Óðàâíåíèå (2.1) èññëåäóåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî A(t)− ëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, íåïðåðûâíûé ïî t, à ôóíêöèÿ B(t, x(t)) â îá-
ëàñòè D : ‖ x(t) ‖≤ H, t0 ≤ t <∞ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖ B(t, x(t)) ‖≤ L ‖ x(t) ‖ . (2.2)
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Êàê è âûøå, ÷åðåç U(t, t0) îáîçíà÷èì ýâîëþöèîííûé îïåðàòîð óðàâ-
íåíèÿ

dx

dt
= A(t)x(t). (2.3)

Áóäåì ãîâîðèòü [47], ÷òî óðàâíåíèå (2.3) èëè îïåðàòîð U(t, t0) îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì B(α,N), åñëè íàéäóòñÿ òàêèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà α è
N(N > 0), ÷òî

‖ U(t, t0) ‖≤ Ne−α(t−t0). (2.4)

Òåîðåìà 2.1 [47]. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
B(α,N) ïðè ïîëîæèòåëüíîì α, à ôóíêöèÿ B(t, x)− óñëîâèþ (2.2). Òîãäà
ïðè λ = α −NL > 0 íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ýêñïîíåíöèàëüíî
óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå â ðàçäåëå 3 ãëàâû 1, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
óðàâíåíèå (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 ýêâèâàëåíòíî èíòå-
ãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

x(t) = U(t, t0)x0 +
t∫

t0

U(t, s)B(s, x(s))ds,

ãäå U− ýâîëþöèîííûé îïåðàòîð. Ïåðåõîäÿ â ýòîì óðàâíåíèè ê íîðìàì
è èñïîëüçóÿ îöåíêè (2.2) è (2.4), èìååì:

‖ x(t) ‖≤‖ U(t, t0) ‖‖ x0 ‖ +
t∫

t0

‖ U(t, s) ‖ B(s, x(s)) ‖ ds ≤

≤ Ne−α(t−t0) ‖ x0 ‖ +
t∫

t0

NLe−α(t−s) ‖ x(s) ‖ ds. (2.5)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.5) íà eαt è ââåäåì ôóíêöèþ φ(t) =
= eαt ‖ x(t) ‖ . Òîãäà ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

φ(t) ≤ Neαt0 ‖ x0 ‖ +NL
t∫

t0

φ(s)ds.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ëåììó Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà, ïîëó÷èì:

φ(t) ≤ eNL(t−t0)Neαt0 ‖ x0 ‖ .
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Çàìåíÿÿ ôóíêöèþ φ(t) åå çíà÷åíèåì eαt‖x(t)‖, îêîí÷àòåëüíî èìååì:
x(t) ≤ e−(α−NL)(t−t0)N ‖ x0 ‖ .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Óñëîâèå (2.2) ìîæíî çàìåíèòü áîëåå îáùèì èíòåãðàëüíûì íåðàâåí-

ñòâîì
‖ B(t, x) ‖≤ η(t) ‖ x ‖ (t ≥ t0, ‖ x ‖≤ ρ), (2.6)

ãäå
1

τ0

t+τ0∫

t

η(τ)dτ ≤ q. (2.7)

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2.2 [47]. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì B(α,N)

ïðè ïîëîæèòåëüíîì α, à ôóíêöèÿB(t, x(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.6)�
(2.7) ïðè ôèêñèðîâàííîì τ0. Òîãäà åñëè q < α/N, òî íåâîçìóùåííîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ0 < min(ρ/N1, ρ), ãäå N1 = NeNt0,

‖ x0 ‖< ρ0, x(t)− ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x(t0).
Òàê êàê ‖ x0 ‖< ρ0, íàéäåòñÿ òàêîå T, ÷òî ïðè t0 ≤ t ≤ t0 + T

‖ x(t) ‖< ρ.

Óðàâíåíèå (2.1) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

x(t) = U(t, t0)x0 +
t∫

t0

U(t, s)B(s, x(s))ds. (2.8)

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ýâîëþöèîííûé îïåðàòîð U(t, t0) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

‖ U(t, t0) ‖≤ Ne−α(t−t0) (t ≥ t0).

Òàê êàê ïðè t0 ≤ t ≤ t0 + T ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (2.6), ïåðåõîäÿ â
ðàâåíñòâå (2.8) ê íîðìàì, èìååì:

‖ x(t) ‖≤ N ‖ x(t0) ‖ e−α(t−t0) +
t∫

t0

Ne−α(t−s)η(s) ‖ x(s) ‖ ds. (2.9)

Ââåäåì ôóíêöèþ φ(t) = eαt ‖ x(t) ‖ . Òîãäà ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

φ(t) ≤ N ‖ x(t0) ‖ eαt0 +
t∫

t0

Nη(s)φ(s)ds.
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Ïðèìåíÿÿ òåïåðü íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà � Áåëëìàíà è ïåðåõîäÿ îò
φ(t) ê ‖ x(t) ‖, ïîëó÷èì:

‖ x(t) ‖≤ N1 ‖ x0 ‖ e−(α−Nq)(t−t0) (N1 = Neαt0). (2.10)

Èç ýòîé îöåíêè è óñëîâèé ‖ x(t0) ‖=‖ x0 ‖< ρ0, ρ0 < min(ρ/N1, ρ)
ñëåäóåò, ÷òî

‖ x(t) ‖≤ N1ρ0e
−(α−Nq)(t−t0) < ρe−(α−Nq)(t−t0).

Çíà÷èò ‖ x(t) ‖≤ ρ ïðè âñåõ T > 0. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (2.9) ñïðà-
âåäëèâî ïðè âñåõ t ≥ t0, à çíà÷èò, ïðè âñåõ t ≥ t0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(2.10). Òåîðåìà äîêàçàíà.

3. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

3.1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B ëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâ-
íåíèå

x(n+ 1) = Ax(n) + f(n) (3.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(n0) = x0. (3.2)

Óðàâíåíèþ (3.1) ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

x(n+ 1) = Ax(n). (3.3)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.3) ïðè íà÷àëüíîì çíà-
÷åíèè (3.2) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ

x(n+ 1) = An+1−n0x0. (3.4)

Îïðåäåëåíèå 3.1. Íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x(n+ 1) =
= A(x(n)), ãäå A− íåëèíåéíûé îïåðàòîð, A(0) = 0, íàçûâàåòñÿ óñòîé÷è-
âûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëîãî ε(ε > 0) íàéäåòñÿ
òàêîå δ(δ(ε)), ÷òî ïðè ‖ x(n0) ‖< δ ‖ x(n) ‖< ε äëÿ âñåõ n ≥ n0.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x(n+ 1) =
= A(x(n)), ãäå A− íåëèíåéíûé îïåðàòîð, A(0) = 0, íàçûâàåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è
lim
n→∞ ‖x(n)‖ = 0.
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Èç îïðåäåëåíèé 3.1, 3.2 è ôóíêöèè (3.4) ñëåäóåò, ÷òî óñòîé÷èâîñòü
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.3) çàâèñèò îò ‖ An ‖ . Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îöåíêè
ýòîé íîðìû.

Îöåíèì ‖ An ‖ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Èçâåñòíî [44], ÷òî â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ëèíåéíûé, âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð
A ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå A = UT, ãäå T− ïîëîæèòåëüíûé êâàä-
ðàòíûé êîðåíü èç A∗A; U− ÷àñòè÷íî èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, îòîáðà-
æàþùèé îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà T íà H. Òîãäà

‖ Ax ‖= (Ax,Ax)1/2 = (UTx, UTx)1/2 = (Tx, Tx)1/2 =‖ Tx ‖≤
≤ max

j
sj ‖ x ‖,

ãäå sj−s-÷èñëà îïåðàòîðà A, ò. å. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà T. Èç
ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî ‖ An ‖≤ sn∗ , ãäå s∗ = max

j
sj.

Ëåììà 3.1. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ ëèíåéíîãî, âïîëíå
íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖ An ‖≤ sn∗ , ãäå s∗− ìàê-
ñèìàëüíîå èç s ÷èñåë îïåðàòîðà A.

Ðàññìîòðèì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé
îïåðàòîð A è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð lnA. Èçâåñòíî [47],
÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñïåêòð îïåðàòîðà A íå ñîäåðæàë íà÷àëî
êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

φ(t) = (At, At) =
(
e(lnA)t, e(lnA)t

)
.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì φ(t) ïî t. Òîãäà
dφ(t)

dt
=

(
(lnA)e(lnA)t, e(lnA)t

)
+

(
e(lnA)t, (lnA)e(lnA)t

)
=

= ([lnA+ (lnA)∗]e(lnA)t, e(lnA)t) =

= ([lnA+ (lnA)∗]At, At) ≤ λM(lnA+ (lnA∗))φ(t),

ãäå λM− íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà (lnA+ (lnA)∗).
Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:

φ(t) ≤ C exp{λM(lnA+ (lnA)∗)t}.
Òàê êàê φ(0) = 1, îêîí÷àòåëüíî èìååì

‖ An ‖≤ exp{max σ(Re(lnA))n}.
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Ëåììà 3.2. Ïóñòü íóëü íå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó îïåðàòîðà A. Òîãäà
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ An ‖≤ exp{max σ(Re(lnA))n}.
Â ìîíîãðàôèè [47] ïîêàçàíî, ÷òî ‖ eAt ‖≤ eΛ(A)t.
Ñëåäñòâèå. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ An ‖≤ eΛ(lnA)n,

êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàíà íèæå.
Ðàñïîëàãàÿ ýòèìè îöåíêàìè, ìîæíî çàíÿòüñÿ èññëåäîâàíèåì óñòîé-

÷èâîñòè íåîäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Îñòàíîâèìñÿ âíà÷àëå íà
ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ âèäà

x(n+ 1) = Ax(n) + f(n); (3.5)

x(n+ 1) = A(n)x(n) + f(n), (3.6)

ãäå A è A(n)− ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû â ñîîòâåòñâóþùèõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

Çàìåíîé x(n) = y(n) + x∗(n), ãäå x∗− ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5) èëè
(3.6), óðàâíåíèå (3.5) èëè (3.6) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

y(n+ 1) = Ay(n) (3.7)

èëè
y(n+ 1) = A(n)y(n), (3.8)

è èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé (3.5) è (3.6) ýêâèâà-
ëåíòíî èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè íóëåâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (3.7) è
(3.8).

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.7). Äëÿ ýòîãî
äàäèì íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ y(n0) íåêîòîðîå âîçìóùåíèå, ïîëîæèâ y(n0)
ðàâíûì y0. (Â íóëåâîì ðåøåíèè y(n0) áûëî, êîíå÷íî, ðàâíî íóëþ). Âûøå
óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.7) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì

y(n0) = y0 (3.9)

èìååò âèä y(n) = An−n0y0. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖y(n)‖ ≤ ‖An−n0‖‖y0‖. Åñëè
âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 1.3 ãëàâû 1, òî ‖ y(n) ‖≤
≤ Nρn−n0 ‖ y0 ‖, ãäå ρ = max | σ(A) |; N− êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ ëèøü
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îò ρ, ò. å. îò îïåðàòîðà A. Åñëè ρ < 1, òî ρn−n0 → 0 ïðè n − n0 → ∞
è âûáîðîì y0 ìîæíî âñåãäà äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû N ‖ y0 ‖< ε. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ‖ y(n) ‖< ε ïðè âñåõ n ≥ n0. Òàê êàê ρn−n0 → 0 ïðè ρ < 1 è
n− n0 →∞, ‖ y(n) ‖→ 0 ïðè n→∞. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ñïåêòð îïåðàòîðà A ðàñïîëîæåí âíóòðè îêðóæ-
íîñòè ñ ðàäèóñîì åäèíèöà è öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òîãäà ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.7) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(3.8) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êî-
øè (3.8), (3.9). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð-
ôóíêöèÿ

y(n) = A(n− 1)A(n− 2) . . . A(n0)y0 (3.10)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è. Ïåðåéäÿ â (3.10) ê íîðìàì ïîëó÷èì
‖ y(n) ‖≤‖ A(n− 1) ‖‖ A(n− 1) ‖ . . . ‖ A(n0) ‖‖ y0 ‖ .

Â ëåììå 3.1 ïîêàçàíî, ÷òî ‖ A(n) ‖≤ µ(n), ãäå µ(n)− ìàêñèìàëüíîå
èç s-÷èñåë îïåðàòîðà A(n).

Ïîýòîìó
‖ y(n) ‖≤ Πn−1

k=n0
µ(k) ‖ y0 ‖ .

Åñëè ïðè âñåõ n ≥ n0 Πn−1
k=n0

µ(k) ≤ C = const, òî âûáîðîì x0 ìîæíî
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ‖ y(n) ‖ áûëà ìåíüøå ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëîãî
ε. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ. Åñëè æå, êðîìå
òîãî, ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n µ(n) ≤ q < 1, òî íóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.8) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ïðè êàæäîì n ≥ n0 îïåðàòîð A(n)− ëèíåé-
íûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Åñëè äëÿ
∀n ≥ n0 Πn

k=n0
µ(k) ≤ C = const, òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.8)

óñòîé÷èâî. Åñëè, êðîìå òîãî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n µ(n) ≤ q < 1,
òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.8) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ïðè êàæäîì n ≥ n0 îïåðàòîð A(n)− ëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B. Íóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.8) áóäåò óñòîé÷èâî, åñëè

Πn
k=n0

eΛ(lnA(k)) ≤ C = const

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, åñëè
n∑

k=n0

Λ(lnA(k)) ≤ C = const.
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Íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.8) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè
ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n Λ(lnA(n)) ≤ −α, α > 0.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (3.7). Èçâåñòíî, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå àïåðàòîðà A ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû, òî òðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.7) íåóñòîé÷èâî.

3.2. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âèäà

x(n+ 1) = Ax(n) +B(n, x(n)), (3.11)

ãäå A− ëèíåéíûé; B(n, x(n))− íåëèíåéíûé îïåðàòîðû. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òîB(n, 0) = 0, ò. å. óðàâíåíèå (3.11) èìååò íóëåâîå ðåøåíèå. Êðîìå òîãî,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà A ðàñïîëîæåí âíóòðè åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè:

ρ = max | σ(A) |= q < 1. (3.12)

Íà îïåðàòîð B(n, x(n)) íàëîæèì îãðàíè÷åíèå

‖ B(n, x(n)) ‖≤ L ‖ x(n) ‖ . (3.13)

Èç òåîðåìû 1.3 ãëàâû 1 ñëåäóåò, ÷òî ‖ An ‖≤ Nρn. Îá óñòîé÷èâîñòè
íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.11) ïîçâîëÿåò ñóäèòü

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.12) è (3.13). Òîãäà åñëè
q + LN < 0, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.11) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.11)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(n) = Anx(0) +
n∑

k=1
An−kB(k − 1, x(k − 1)).

Ïåðåéäåì â ýòîì ðàâåíñòâå ê íîðìàì. Áóäåì èìåòü

‖ x(n) ‖≤‖ An ‖‖ x(0) ‖ +
n∑

k=1
‖ An−k ‖‖ B(k − 1, x(k − 1)) ‖ .

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü óñëîâèÿìè (3.12) è (3.13):

‖ x(n) ‖≤ Nqn ‖ x(0) ‖ +N
n∑

k=1
qn−kL ‖ x(k − 1) ‖ .
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Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ ϕ(n) = q−n ‖ x(n) ‖ . Òîãäà ïðåäûäóùåå
íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ϕ(n) ≤ N ‖ x(0) ‖ +
n∑

k=1

NL

q
ϕ(k − 1).

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ëåììó 1.6 ïðåäûäóùåé ãëàâû, è âîçâðàùàÿñü ê íîð-
ìàì, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

xk(n+ 1) = Ak(n, x1(n), . . . , xl(n)), k = 1, 2, . . . , l, (3.14)

ãäå Ak(n, 0, . . . , 0) = 0, k = 1, 2, . . . , l, n = 0, 1, . . . .
Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè n âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà X(n) =

= (x1(n), . . . , xl(n)) îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ
Ak(n, x1(n), . . . , xl(n)) â ñëåäóþùåì âèäå:

Ak(n, x1(n), . . . , xl(n)) =
l∑

j=1
αj
Ak(n, x1(n), . . . , xl(n))

xj(n)
xj(n),

ãäå αj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , l,
∑l
j=1 αj = 1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûå êîìïîíåíòû âåêòîðàX(n)
ðàâíû íóëþ.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ Ak(n, x1(n), . . . , xl(n)) ïðåäñòàâèì â âèäå

Ak(n, x1(n), . . . , xl(n)) =
l∑

j=1

∗α∗kj
Ak(n, x1(n), . . . , xl(n))

xj(n)
xj(n),

ãäå α∗kj ≥ 0,
∑l
j=1

∗α∗kj = 1,
∑l
j=1

∗ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî j òàêèì, ÷òî
xj(n) 6= 0.

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.14) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

xk(n+ 1) =
l∑

j=1

∗α∗kj
Ak(n, x1(n), . . . , xl(n))

xj(n)
xj(n). (3.15)

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.15) áîëåå óäîáíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xk(n+ 1) =
l∑

j=1
Bkj(n,X(n))xj(n). (3.16)

61



Ïîñòàâèì êàæäîìó âåêòîðó Γ = (γ1, . . . , γl) â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî
ìàòðèö C(n,Γ) = {cij(n,Γ)}, i, j = 1, 2, . . . , l, ãäå

cij(n,Γ) =
l∑

j=1

∗α∗ij
Ai(n, γ1, . . . , γl)

γj
.

Çäåñü ∑∗ è α∗ij îïðåäåëåíû êàê è âûøå.
Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) Ak(n, 0, . . . , 0) ≡ 0 ïðè k = 1, 2, . . . , l, n = 0, 1, . . . ;
2) ñðåäè ìíîæåñòâà ìàòðèö C(n,Γ) ñóùåñòâóåò ìàòðèöà C̄(n,Γ), îïðå-

äåëÿåìàÿ íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ αij, i, j = 1, 2, . . . , l, òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà Γ = (γ1, . . . , γl) èç îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò (íî
íå âêëþ÷àÿ íà÷àëî êîîðäèíàò) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ íåðàâåíñòâ:

a) s(n) = max
j
sj(n) ≤ 1(≤ β < 1), ãäå sj(n)−s-÷èñëà ìàòðèöû C̄(n,Γ);

á) Λ(ln C̄(n,Γ)) < 0 (≤ −α, α > 0).
Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.14) óñòîé÷èâî (àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü â ïðîñòðàíñòâàõ
Rl, l-ìåðíûõ âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xl).

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò (ïðè n = 0) âåêòîð X(0) èìååò íîðìó
‖X(0)‖ = δ0. Ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ X(1), X(2), . . . , X(n), . . . , íå
ïîêèäàåò ñôåðû R(0, δ0). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì çíà÷åíèè n, n = 0, 1, . . . , ïðåäñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.14)
â âèäå (3.16) è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìàìè 3.2 èëè 3.3.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ðàññìîòðèì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâåB íåëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâ-
íåíèå

dx

dt
= A(t, x(t)), A(t, 0) ≡ 0. (4.1)

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1). Çà-
äàäèì íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå

x(0) = x0, x0 ∈ B, (4.2)

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (4.1), (4.2).
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Òåîðåìà 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîì øàðå R(0, δ) B ïðî-
ñòðàíñòâà âûïîëíåíî óñëîâèå: äëÿ ëþáîãî (T > 0) è ëþáîãî z ∈ R(0, δ)
íàéäåòñÿ òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð L(T, z)x, ÷òî:

1) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà îïåðàòîðà Λ(L(T, z)) < 0 (ΛL(T, z) ≤
≤ −α, α > 0);

2) äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëîãî ε(ε > 0) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñò-
íîñòü δ1(ε) è òàêîå çíà÷åíèå ∆T (ε) (äëÿ êàæäîé òî÷êè z ñâîå), ÷òî ïðè
‖x(T )− z‖ ≤ δ1 è t ∈ [T, T + ∆T ] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖A(t, x(t))− L(T, z)x(t)‖ < ε.

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü â
ìîìåíò âðåìåíè T0 òðàåêòîðèÿ x(t) çàäà÷è Êîøè (4.1), (4.2) ïîêèäàåò
ñôåðó S(0, δ) (‖x0‖ < δ), ïðîõîäÿ ÷åðåç òî÷êó z ∈ B. Ïî óñëîâèÿì òåî-
ðåìû íàéäåòñÿ îïåðàòîð L(T0, z), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1), 2).

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (4.1) â âèäå
dx

dt
= L(T0, z)x+ F (x), (4.3)

ãäå F (x) = A(t, x(t))− L(T0, z)x(t).
Òàê êàê z 6= 0, òî èç óñëîâèÿ 2) òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé

èíòåðâàë âðåìåíè ∆T ∗, ÷òî ïðè t ∈ [T0, T1], T1 = T0 + ∆T ∗

‖F (x)‖ ≤ ε‖x(t)‖. (4.4)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.3) ïðè t ≥ T0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(t) = eL(T0,z)(t−T0)x(T0) +
t∫

T0

eL(T0,z)(t−τ)F (τ)dτ. (4.5)

Ïåðåõîäÿ â (4.5) ê íîðìàì è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (4.4), â ïðîìåæóòêå
âðåìåíè [T0, T1] ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖x(t)‖ ≤ eΛ(L(T0,z))(t−T0)‖x(T0)‖+ ε
t∫

T0

eΛ(L(T0,z))(t−τ)‖x(τ)‖dτ ≤

≤ e−α(t−T0)‖x(T0)‖+ ε
t∫

T0

e−α(t−τ)‖x(τ)‖dτ. (4.6)
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Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà íà e−αt, ïðèõîäèì ê
íåðàâåíñòâó:

0 ≤ ψ(t) ≤ eαT0‖x(T0)‖+ ε
t∫

T0

ψ(τ)dτ, (4.7)

ãäå ψ(t) = eαt‖x(t)‖.
Ïðèìåíÿÿ ê (4.7) íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà, èìååì â ïðî-

ìåæóòêå âðåìåíè [T0, T1] :

‖x(t)‖ ≤ e−(α−ε)(t−T0)‖x(T0)‖. (4.8)

Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ x(t) íå ïîêèäàåò ñôåðû S(0, δ) è óñòîé÷è-
âîñòü äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü. Çàôèêñèðóåì ïðîèç-
âîëüíîå ε(ε > 0, ε < α/2). Ïî àíàëîãèè ñ ïðîâåäåííûìè âûøå ðàññóæäå-
íèÿìè ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê T0, T1, . . . , Tn, · · · òàêóþ, ÷òî

‖x(t)‖ ≤ e−(α−ε)(t−Tk)‖x(Tk)‖, t ∈ [Tk, Tk+1]. (4.9)

Çäåñü èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:
1) lim

n→∞Tn = T ∗;
2) lim

n→∞Tn = ∞.
Ðàññìîòðèì ïåðâóþ âîçìîæíîñòü. Î÷åâèäíî, ïðè t ∈ [T0, T

∗] ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî (4.9). Åñëè ïðè ýòîì ‖x(T ∗)‖ = 0, òî òåîðåìà äî-
êàçàíà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ‖x(T ∗)‖ 6= 0. Âçÿâ x(T ∗) çà íà-
÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê âðåìåíè
[T ∗, T ∗ + ∆T ∗], â òå÷åíèå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖x(t)‖ ≤ e−(α−ε)(t−T ∗)‖x(T ∗)‖.
Òîãäà ýòî íåðàâåíñòâî èëè âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ∈ [T ∗,∞), èëè ñó-

ùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè T ∗∗, â êîòîðûé ýòî íåðàâåíñòâî íàðóøàåòñÿ,
÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè [T ∗∗, T ∗∗ + ∆T ∗∗], â òå÷åíèå êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî ‖x(t)‖ ≤ e−(α−ε)(t−T ∗)‖x(T ∗)‖.

Åñëè íåðàâåíñòâî (4.9) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ≥ T ∗, òî èëè ‖x(t)‖ →
→ 0 ïðè t → ∞, èëè ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè T∗, ïðè êîòîðîì
‖x(T∗)‖ = 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷è-
âîñòü.
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Âî âòîðîì ñëó÷àå ñòðåìëåíèå x(t) ê 0 ïðè t→∞ î÷åâèäíî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèÿ. 1. Â ñëó÷àå åñëè èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèòñÿ â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî óñëîâèå 1) íóæíî çàìåíèòü íà ñëåäóþùåå:
1. Re(L(T, z)) < 0 (Re(L(T, z)) ≤ −α, α > 0), ãäå Re(L(T, z)) =

= (L(T, z) + L(T, z)∗)/2.
2. Àíàëîãè÷íîãî òèïà óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé.
Ïðèâåäåì åùå îäèí êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B.
Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1).
Ïóñòü K ∈ [B,B]− ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, èìåþùèé ëè-

íåéíûé îáðàòíûé îïåðàòîð K−1.

Ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ z(t) ïî ôîðìóëå x(t) = Kz(t) è
ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (4.1) â âèäå

dz

dt
= K−1A(t,Kz(t)). (4.10)

Ïðè ýòîì äàííûå Êîøè èìåþò âèä

z(t0) = K−1x(t0). (4.11)

Îïåðàòîð K−1A(t,Kz(t)) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K−1A(t,Kz(t)) = (
1∫

0

K−1A′2(t, τKz(t))dτ)Kz(t) =

= K−1(
1∫

0

A′2(t, τKz(t))dτ)Kz(t),

ãäå A′2(t, u)− ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ïî ïåðåìåííîé u.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ε(ε > 0). Ïóñòü v− ïðî-

èçâîëüíûé ýëåìåíò ñôåðû S(0, δ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà îïåðàòîðà K−1A∗(t, v)K

ïðè âñåõ t ∈ [t0,∞) è v ∈ S(0, δ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
a) Λ(K−1A∗(t, v)K) < 0;
á) Λ(K−1A∗(t, v)K) ≤ −α, α > 0.

Çäåñü A∗(t, v) =
1∫
0
A′2(t, τKv)dτ.
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Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ A(t, u) íåïðåðûâíà ïî t ïðè t0 ≤ t ≤ ∞.

Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) óñòîé÷èâî, åñëè âûïîëíåíî óñëî-
âèå a) è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå á).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ a) òðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.10) óñòîé÷èâî, à ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ á) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Âíà÷àëå èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(4.10). Äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íà-
÷àëüíîå çíà÷åíèå z0 óðàâíåíèå (4.10) ëåæèò âíóòðè ñôåðû S(0, δ). Ïîêà-
æåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (4.10)− (4.11) íå ïîêèäàåò ñôåðû S(0, δ).
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè T òðàåêòîðèÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè (4.10) − (4.11) ïîêèäàåò ñôåðó S(0, δ), ïðîõîäÿ ÷åðåç
òî÷êó v = z(T ). Òîãäà ïðè t ≥ T óðàâíåíèå (4.10) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

dz(t)

dt
= K−1A∗(T, v)Kz(t)+K−1(

1∫

0

(A′2(t, τKz(t))−A′2(T, τKv))dτKz(t) =

= K−1A∗(T, v)Kz(t) + g(t, T )z(t).

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ïðè t ≥ T âèä

z(t) = exp{(K−1A∗(T, v)K)(t− T)}z(T)+

+
t∫

T

exp{(K−1A∗(T, v)K)(t− s)}g(s,T)z(s)ds. (4.12)

Èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A(t) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî
ìàëîãî ε (ε > 0) ñóùåñòâóåò òàêîå ∆T, ÷òî â ïðîìåæóòêå âðåìåíè t

(T ≤ t ≤ T + ∆T ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖g(t, T )‖ ≤ ε.

Ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè (4.12) ê íîðìàì, èìååì:

‖z(t)‖ ≤ ‖exp{(K−1A∗(T, v)K)(t− T)}‖‖z(T)‖+

+
t∫

T

‖exp{(K−1A∗(T, v)K)(t− s)}‖ε‖z(s)‖ds ≤

≤ exp{Λ(K−1A∗(T, v)K)(t− T)}‖z(T)‖+

+
t∫

T

‖exp{Λ(K−1A∗(T, v)K)(t− s)}‖ε‖z(s)‖ds. (4.13)
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Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà íà exp{−(K−1A∗(T, v)K)t}.
Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

ϕ(t) = ϕ(T ) +
t∫

T

εϕ(s)ds. (4.14)

Çäåñü ϕ(t) = exp{Λ(K−1A∗(T, v)K)t}‖z(t)‖.
Ïðèìåíèâ ê (4.14) íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà, ïðèõîäèì ê

íåðàâåíñòâó:
ϕ(t) ≤ eε(t−T )ϕ(T )

è, âîçâðàùàÿñü ê ‖z(t)‖, èìååì:
‖z(t)‖ ≤ exp{Λ(K−1A∗(T, v)K) + ε)(t− T)}‖z(T)‖. (4.15)

Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû Λ(K−1A∗(T, v)K) < 0, òî íàéäåòñÿ òàêîå
ε, ÷òî Λ(K−1A∗(T, v)K) + ε < 0 ïðè t ∈ [T, T + ∆T ]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
äàííûõ çíà÷åíèÿõ t òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.10) íå âûõîäèò
èç ñôåðû S(0, δ), è, òåì ñàìûì, äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.10).

Äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëî-
ãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì, ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåé òåîðåìå.

Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 4.2.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ëîðåíöà

dx1(t)

dt
= −σx1(t) + σx2(t);

dx2(t)

dt
= τx1(t)− x2(t)− x1(t)x3(t);

dx3(t)

dt
= −bx3(t)− x1(t)x2(t).

Ñäåëàåì çàìåíó xi(t) = αiyi(t), αi 6= 0, i = 1, 2, 3. Â ðåçóëüòàòå èìååì
dy1(t)

dt
= −σy1(t) + σ

α2

α1
y2(t);

dy2(t)

dt
= τ

α1

α2
y1(t)− y2(t)− α1α3

α2
y1(t)y3(t);

dy3(t)

dt
= −by3(t)− α1α2

α3
y1(t)y2(t).
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Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïîñëåäíåé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëî-
âèé:

∣∣∣∣α2

α1

∣∣∣∣ < 1;
∣∣∣∣τ α1

α2

∣∣∣∣ < 1; α3 = 1; b > 0; σ > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà
Ëîðåíöà áóäåò óñòîé÷èâà ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ:

σ > 0; |τ | < 1; b > 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óñòîé÷èâîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ëîðåíöà íå âûõî-
äèò èç ýëëèïñîèäà x2

1

α2
1
+ x2

2

α2
2
+ x2

3 = δ2, ãäå α1 è α2− ïðîèçâîëüíûå âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó |α1/α2| < 1. Ïðè ýòîì
åñòåñòâåííî âçÿòü îäíî èç íèõ ðàâíûì åäèíèöå.

5. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè, ïðåäëîæåííûå â ðàçäåëå 4
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â B-ïðîñòðàíñòâàõ, êîíêðåòèçèðó-
þòñÿ äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= A(t, x(t)); (5.1)

x(t0) = x0. (5.2)

Çäåñü x(t) = (x1(t), · · · , xn(t)), A(t, x(t)) = (A1(t, x(t)), · · · , An(t, x(t))).
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A(t, 0) ≡ 0 è ÷òî ôóíêöèè Ai(t, u1, . . . , un), i =

= 1, 2, . . . , n, íåïðåðûâíû ïî âñåì àðãóìåíòàì.
Èññëåäîâàíèå áóäåì ïðîâîäèòü â ïðîñòðàíñòâå Rn − n-ìåðíûõ âåêòî-

ðîâ. Â êà÷åñòâå íîðìû â ïðîñòðàíñòâå Rn ìîæíî âçÿòü îäíó èç ñëåäóþ-
ùèõ íîðì:
‖x‖∞ = max

1≤k≤n
|xk|; ‖x‖1 =

n∑
k=1

|xk|; ‖x‖2 =

[
n∑
k=1

|xk|2
]1/2

.

Òàê êàê èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷-
íî â êàæäîì èõ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, òî â äàííîì ðàçäåëå íå êîíêðåòèçè-
ðóåòñÿ íîðìà.

Ïóñòü γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Rn, ‖γ‖ 6= 0, T (t0 ≤ T < ∞)− ôèêñèðîâàí-
íûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ââåäåì ìàòðèöó

B(T, γ) = bij(T, γ), i, j = 1, 2, . . . , n,
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ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò âèä

bij(T, γ) =




αij

Ai(T,γ1,...,γj−1,γj ,γj+1,...,γn)
γj

, γj 6= 0,

0, γj = 0,
(5.3)

ãäå αij ≥ 0, ïðè÷åì αij = 0, åñëè γj = 0, è n∑
j=1

αij = 1.

Çàìå÷àíèå. Âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöûB(T, γ).
Ðÿä èç íèõ áóäåò ïðèâåäåí â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ êíèãè. Çäåñü îïèøåì
åùå îäèí âèä ìàòðèö B(T, γ) :

bij(T, γ) =




αij

Ai(T,0,...,0,γj ,γj+1,...,γn)−Ai(T,0,...,0,γj+1,...,γn)
γj

, γj 6= 0,

0, γj = 0,

ãäå íà αij, i, j = 1, 2, . . . , n íàëàãàþòñÿ òå æå óñëîâèÿ, ÷òî è â ôîðìóëå
(5.3). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìîæíî ââåñòè êîýôôèöèåíòû αij, i, j =
= 1, 2, . . . , n, çàâèñÿùèå îò T è γ. Îäíàêî ýòî óñëîæíÿåò èçëîæåíèå, è
ïîýòîìó íà òàêèõ êîíñòðóêöèÿõ îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü δ− äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,
Ai(t, 0) ≡ 0, i = 1, 2, . . . , n, ôóíêöèè Ai(t, u1, . . . , un), i = 1, 2, . . . , n,
íåïðåðûâíû ïî âñåì àðãóìåíòàì. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî γ, 0 < ‖γ‖ ≤ δ è
äëÿ ëþáîãî T, t0 ≤ T <∞, âûïîëíåíî óñëîâèå

Λ(B(T, γ)) < 0 (Λ(B(T, γ)) < −α, α > 0).

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1) óñòîé÷èâî (àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ‖x0‖ < δ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé òåîðåìû òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (5.1)−(5.2) íå ïîêè-
äàåò øàðàR(0, δ) ñ öåíòðîì â òî÷êå θ = (0, . . . , 0) è ñ ðàäèóñîì δ.Ïðåäïî-
ëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìÿ T òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè (5.1)−(5.2) íàõîäèòñÿ íà ñôåðå S(0, δ) â òî÷êå γ = (γ1, . . . , γn) è
ïðè t > T ïîêèäàåò øàð R(0, δ). Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.1) â
âèäå

dx

dt
= B(T, γ)x(t) +G(t, T, x(t), γ), (5.4)

ãäå G(t, T, x(t), γ) = (g1(t, T, x(t), γ), . . . , gn(t, T, x(t), γ)).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé Ai(t, u1, . . . , un) ïî

âñåì ïåðåìåííûì ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ïðîìå-
æóòîê âðåìåíè ∆T, ÷òî ïðè t ∈ [T, T + ∆T ]

‖G(t, T, x(t), γ)‖ ≤ ε‖x(t)‖. (5.5)
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Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1, èç êîòîðîé ñëåäó-
åò óñòîé÷èâîñòü (ïðè Λ(B(T, γ)) < 0) è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
(ïðè Λ(B(T, γ)) < −α, α > 0) òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
(5.1)−(5.2).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â ðàáîòå [124] ïðîäîëüíîå äâèæåíèå ñàìîëåòà ìîäåëèðóåòñÿ íåëèíåé-

íîé ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dxs
dt

= −ρsxs + σ, s = 1, 2, 3, 4;

dσ

dt
=

4∑

i=1
βixi + rρ2σ − f(σ), (5.6)

ãäå
ρs > 0; rρ2 < 0; 0 < σf(σ); f(0) = 0; (5.7)

r è βi(i = 1, 2, 3, 4)− âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû.
Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.6) ïðè

óñëîâèÿõ (5.7).
Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (5.6) áóäåì ïðîâîäèòü â ïðîñòðàí-

ñòâå R5 âåêòîðîâ v = (v1, . . . , v5) ñ íîðìîé ‖v‖ = max
1≤i≤5

|vi|.
Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.6) â ñëåäóþùåì âèäå:

dxs
dt

= −ρsxs + σ, s = 1, 2, 3, 4 :

dσ

dt
=

4∑

i=1
βixi + rρ2σ − f ∗(σ)σ, (5.8)

ãäå
f ∗(σ) =





f(σ)
σ , σ 6= 0,
0, σ = 0.

Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ-
÷åíèþ.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü â ñôåðå B(0, δ), δ > 0, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.7)
è, êðîìå òîãî, ρs > 1, s = 1, 2, 3, 4,

rρ2 − f ∗(σ) +
4∑

i=1
|βi| ≤ −χ, χ > 0.

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5.6) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (5.6) ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ xs = γsys, s =
= 1, 2, 3, 4, σ = γ5τ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó

dys
dt

= −ρsys +
γ5

γ3
τ, s = 1, 2, 3, 4;

dτ

dt
=

4∑

i=1

βiγi
γ5

yi + rρ2τ − 1

γ5
f(γ5τ). (5.9)

Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.9) â âèäå

dys
dt

= −ρsys +
γ5

γ3
τ, s = 1, 2, 3, 4;

dτ

dt
=

4∑

i=1

βiγi
γ5

yi + rρ2τ − 1

γ5
f ∗∗(γ5τ)τ, (5.10)

ãäå
f ∗∗(γ5τ) =





f(γ5τ)
τ , τ 6= 0
0, τ = 0.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü â ñôåðå B(0, δ), δ > 0, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.7)
è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðàìåòðû γi, i = 1, 2, . . . , 5, ïðè êîòî-
ðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

−ρs +

∣∣∣∣∣
γ5

γ3

∣∣∣∣∣ ≤ −χ;

− 1

γ5
f ∗∗(γ5τ) + rρ2 +

4∑

i=1

∣∣∣∣∣
βiγi
γ5

∣∣∣∣∣ ≤ −χ;

χ > 0.

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5.9) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

6. Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ïîñëåäåéñòâèåì

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíèöàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâè-
åì èññëåäîâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè [12], [67], [83], [90], [93].

Â ðàçäåëàõ 4, 5 äàííîé ãëàâû ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñ-
íîâàííûé íà âû÷èñëåíèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ íîðì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì
ïîñòðîåííûõ ìàòðèö.

71



Ýòè ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì. Ïðèâîäèìûå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè
ñïðàâåäëèâû êàê â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ, òàê è ïðè èõ îòñóòñòâèè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
dxi
dt

= Ai(x1(t− hi1(t)), . . . , xn(t− hin(t))), (6.1)

i = 1, 2, . . . , n.
Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ âîçüìåì t0 = 0. Áóäåì ñ÷èòàòü ôóíê-

öèè hij(t) íåïðåðûâíûìè ïðè t ≥ t0. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè
t0 ≤ t < ∞ 0 ≤ maxhij(t) ≤ H, H > 0. Ïðè t ∈ [t0 − H, t0) çíà÷å-
íèÿ xi(t) îïðåäåëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ϕi(t), i = 1, 2, . . . , n.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç r0 ÷èñëî r0 = max1≤i≤n supt∈[t0−H,t0] |ϕi(t)|.

Íà÷àëüíûå äàííûå çàïèøåì â âèäå âåêòîðà

x0(t0 + 0) = (x0
1, . . . , x

0
n). (6.2)

Íà÷àëüíóþ çàäà÷ó (6.1) − (6.2) áóäåì èññëåäîâàòü â n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå Rn.

Áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ:
1)Ai(0, . . . , 0) = 0, i = 1, 2, . . . , n;
2) ïðè x = (x1, . . . , xn) 6= (0, . . . , 0) ôóíêöèèAi(x1, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n,

íåïðåðûâíû.
Ïóñòü x(t)− ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (6.1) − (6.2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

(s1(r), . . . , sn(r)) òî÷êè, ëåæàùèå íà ñôåðå S(0, r). Çàôèêñèðóåì ïðîèç-
âîëüíóþ ìàòðèöó C = {cij}, i, j = 1, 2, . . . , n, cij = const. Ïóñòü âåêòîðû
(ci1, ci2, . . . , cin), i = 1, 2, . . . , n, ñîñòàâëåííûå èç ñòðîê ìàòðèöû C, ëåæàò
âíóòðè è íà ñôåðå S(0, r).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ B(C, r) = {bij(C, r)}, i, j = 1, 2, . . . , n,
ãäå

bij(C, r) =





Ai(ci1, . . . , cin)
msj(r)

, sj(r) 6= 0;

0, sj(r) = 0,

i, j = 1, 2, . . . , n, ãäå m− ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðà
(s1(r), · · · , sn(r)).

Òåîðåìà 6.1 [20]. Ïóñòü ïðè ëþáîé íå íóëåâîé ìàòðèöå C = {cij}i,j=1,n
ñ ýëåìåíòàìè cij, òàêèìè, ÷òî âåêòîð (ci1, ci2, . . . , cin), i = 1, 2, . . . , n, ïðè-
íàäëåæèò øàðó R(0, r) ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ðàäèóñîì r > r0, âûïîëíåíî
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óñëîâèå Λ(B(C, r)) ≤ 0 (Λ(B(C, r)) ≤ −α, α = const > 0). Òîãäà òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.1) óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå r1(r0 < r1 < r) è ïî-
êàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (6.1), èìåþùåå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x(0) = x0, ðàñïîëîæåííîå
â øàðå R(0, r1), íå ïîêèíåò ýòîãî øàðà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü
ïðè t = T òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.1) ïîêèäàåò
øàð R(0, r1).

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ aij(T ) = xj(T − hij(T )). Ïðåäñòàâèì
Ai(aij(T ), . . . , ain(T )) â âèäå

Ai(ai1(T ), . . . , ain(T )) =

=
Ai(ai1(T ), ai2(T ), . . . , ain(T ))

mx1(T )
x1(t) + . . .+

+
Ai(ai1(T ), · · · , ain(T ))

mxn(T )
xn(t)−

−Ai(ai1(T ), ai2(T ), . . . , ain(T ))

mxn(T )
(x1(t)− xn(T ))−

− . . .− Ai(ai1(T ), · · · , ain(T ))

mxn(T )
(xn(t)− xn(T )). (6.3)

Çäåñüm− ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðà (x1(T ), · · · , xn(T )).
Îòìåòèì, ÷òî â ðàçëîæåíèå (6.3) âõîäÿò òîëüêî òå ñëàãàåìûå, ó êîòîðûõ
xi(T ) 6= 0, i = 1, 2, · · · , n.

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.3) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

dx

dt
= B(A(T ))x(t) +D(t), (6.4)

ãäå A(T ) = {aij(T )}i,j=1,n, D(t) = (d1(t), . . . , dn(t)),

di(t) = Ai(ai1(t), . . . , ain(t))− Ai(ai1(T ), . . . , ain(T ))−

−Ai(ai1(T ), ai2(T ), . . . , ain(T ))

mx1(T )
(x1(t)− x1(T ))−

− . . .− Ai(ai1(T ), . . . , ain(T ))

mxn(T )
(xn(t)− xn(T )).
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Çäåñü è íèæå äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ÷åðåç B(A(T )) îáîçíà÷åíà
ìàòðèöà B(A(T ), r1).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.4) ïðè t ≥ T ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(t) = eB(A(T ))(t−T )x(T ) +
t∫

T

eB(A(T ))(t−s)D(s)ds.

Èç ñòðóêòóðû îïåðàòîðà D(t) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì, êàê óãîäíî ìà-
ëîì ε (ε > 0), ìîæíî âûáðàòü òàêîå çíà÷åíèå ∆t, ÷òî ïðè T ≤ t ≤
≤ T + ∆t ‖D(t)‖ ≤ N‖x(t)− x(T )‖ ≤ ε‖x(t)‖, ãäå N− êîíñòàíòà. Òîãäà
èç íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà � Áåëëìàíà ñëåäóåò, ÷òî ïðè T ≤ t ≤ T +
+∆t ‖x(t)‖ ≤ exp(Λ(B(A(T))+ε))(t−T)‖x(T)‖. Åñëè ëîãàðèôìè÷åñêàÿ
íîðìà Λ(B(A(T )) ìåíüøå íóëÿ, òî âçÿâ ε òàêîå, ÷òî Λ(B(A(T ))) + ε ≤ 0
è ïîäîáðàâ ïî íåìó ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ∆t, óáåæäàåìñÿ, ÷òî â
ïðîìåæóòêå âðåìåíè [T, T + ∆t] òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.1) íå
ïîêèäàåò ñôåðû S(0, r1). Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò óñòîé-
÷èâîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.1).

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 4.1 äîêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(6.1) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 6.1 ñëå-
äóåò ëîãàðèôìè÷åñêóþ íîðìó çàìåíèòü íà ReB(C(T ), r1).

2. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå íåóñòàíîâèâøèåñÿ äâèæåíèÿ.

3. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äëÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
ñ ïîñëåäåéñòâèåì.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî òèïîâ óðàâíåíèé, ê êîòîðûì ïðèìåíèì ïðåäëî-
æåííûé âûøå êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
dx

dt
= a(t)x(t) + b(t, x(t− h(t))), (6.5)

ãäå a(t), b(t, τ), h(t)− íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, b(t, 0) ≡ 0, ïðè÷åì ôóíê-
öèÿ b(t, τ) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî τ, à h(t)− íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç b′2(t, τ) ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè b(t, τ) ïî âòîðîìó àð-
ãóìåíòó.
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Òåîðåìà 6.2 [20]. Ïóñòü δ (δ > 0)− ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå
÷èñëî. Ïóñòü ïðè ëþáûõ t (0 < t <∞), λ1 (0 < λ1 < 1), λ2 (−1 ≤ λ2 ≤ 1)
ôóíêöèÿ Λ(t, λ1, λ2) = a(t)+λ2b

′
2(t, λ1δ) < 0. Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (6.5) óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.5).

Ïóñòü h(0) = β0 (β0 ≥ 0), max
β0≤t≤0

|x(t)| = δ, ãäå δ− äîñòàòî÷íî ìàëîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.5),
íà÷àâøàÿñÿ â ñåãìåíòå [−δ, δ] íå ïîêèíåò ýòîãî ñåãìåíòà.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè T òðàåêòîðèÿ ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.5) ïîêèäàåò ñåãìåíò [−δ, δ]. Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå
(6.5) â âèäå

dx

dt
= a(T )x(t) + b′2(T, λ(T )x(T − h(T )))

x(T − h(T ))

x(T )
x(t) + g(t),

ãäå

g(t) = ((a(t)− a(T ))x(t)) + (b′2(t, λ(t)x(t− h(t)))x(t− h(t))−
−b′2(T, λ(T )(x(T − h(T )))x(T − h(T )))−

−b′2(T, λ(T )x(T − h(T )))
x(T − h(T ))

x(T )
(x(t)− x(T )),

0 < λ(T ), λ(t) < 1. Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

γ(T ) = Λ


a(T ) + b′2(T, λ(T )x(T − h(T )))

x(T − h(T ))

x(T )


 < 0

è ÷òî äëÿ ëþáîãî ε (ε > 0) ñóùåñòâóåò òàêîé èíòåðâàë âðåìåíè T ≤
≤ t ≤ T + ∆T, â òå÷åíèå êîòîðîãî |g(t)| ≤ ε|x(t)|. Âûáðàâ òàêîå ε, ÷òî
γ(T ) + ε < 0, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè T < t ≤ T + ∆T |x(t)| < δ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
dnx

dtn
+

n−1∑

k=1
ak(t) + b(t, x(t− h(t)))

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

x(k)(0) = αk, k = 1, 2, . . . , n− 1.
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7. Îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ â îäíîé ñèñòåìå
ñ ïîñëåäåéñòâèåì

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ ïîñëåäåéñòâèåì, ñîñòî-
ÿíèå êîòîðîé â êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìåíè t çàâèñèò íå òîëüêî îò åå
ôàçîâûõ êîîðäèíàò â ìîìåíò t, íî è îò ôàçîâûõ êîîðäèíàò â ïðåäøåñòâó-
þùèå ìîìåíòû âðåìåíè [γi(t), t], ãäå γi(t) ≤ t, i = 1, 2, . . . , n, (â ÷àñòíîì
ñëó÷àå γi(t) ≡ t0 ïðè i = 1, 2, . . . , n).

Áóäåì èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîcòü äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùåãî íóëåâîìó
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ:

dx

dt
= A(t)x+

t∫

Γ(t)

K(t, s, x(s))ds+ F (x, u, t), u ∈ Rn, (7.1)

ãäå γi(t) ≤ t, γi(0) = β0; ìàòðèöà A(t) = {aij(t)} è âåêòîð-ôóíêöèè
Γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)), K(t, s, x(s)) = (K1(t, s, x(s)), . . . , Kn(t, s, x(s))),
F (x, u, t) = (F1(x, u, t), . . . , Fn(x, u, t)) íåïðåðûâíû â îáëàñòè Ω1 × Ω2 ×
× [0,∞); x = (x1, . . . , xn), u = (u1, . . . , un); F (0, u, t) ≡ 0.

Çäåñü Ω1− íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x = 0; Ω2− îáëàñòü îïðåäå-
ëåíèÿ âåêòîðà u(t) = (u1(t), . . . , un(t)); èíäåêñû i, j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
1, 2, . . . , n.

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé [92], êîãäà âåêòîð óïðàâëåíèÿ u(t) çàäàåòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêèìè ôóíêöèîíàëàìè, ïðåäñòàâèìûìè àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ
ðÿäàìè Âîëüòåððà − Ôðåøå

ui =
∞∑

k=1

n∑

j1...jk=1

t∫

0

. . .
t∫

0

K
j(k)
i (t, s1, . . . , sk)xj1(s1) . . . xjk(sk)ds1, . . . , dxk,

ãäå Kj(k)
i (t, s1, . . . , sk)− íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, çàäàííûå íà ìíîæåñòâå

J ′k = {(t, s1, . . . , sk) ∈ Rk+1, 0 ≤ sr ≤ t ≤ ∞, r = 1, 2, . . . , k}, òàêæå
óêëàäûâàåòñÿ â îïèñàííóþ âûøå ôîðìóëó çàäàíèÿ âåêòîðà óïðàâëåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ âèäà (7.1) íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ âÿçêîóïðóãîñòè
[57], àýðîóïðóãîñòè [13], à òàêæå ïðè èññëåäîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé [42].

Ïðè γi(t) ≡ t0, àíàëèòè÷åñêîé âåêòîð�ôóíêöèè F (x, u, t) è ëèíåéíîì
èíòåãðàëüíîì îïåðàòîðå óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèÿ (7.1) áûëà èññëåäîâàíà
[97] ïåðâûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà.
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Óðàâíåíèå (7.1) áóäåì èññëåäîâàòü â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Â
êà÷åñòâå íîðìû â Rn ìîæíî âçÿòü îäíó èç ñëåäóþùèõ:

‖ x ‖∞= max | xi |; ‖ x ‖1=
N∑

k=1
| xk |; ‖ x ‖2= [

n∑

k=1
| xk |2]1/2.

Ïóñòü r > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ(t) ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíî-äèôôå-
ðåíöèðóåìóþ êðèâóþ φ(t) = (φ1(t), . . . , φn(t)), ïðèíàäëåæàùóþ øàðó
R(0, r). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè T.

Ââåäåì âåêòîð C = col(c1, . . . , , cn), ãäå ci = φi(T ). Ââåäåì îáîçíà÷å-
íèÿ B(C, T ) = {bij(C, T )}, H(C, T ) = {hij(C, T )},

bij(C, T ) =




χi(T )/(mcj), cj 6= 0,

0, cj = 0,

χi(T ) =
T∫

γi(T )
Ki(T, τ, φ(τ))dτ,

hij(C, T ) =

=





[Fi(0, . . . , 0, cj, cj+1, . . . , cn, u(T ), T )−
−Fi(0, . . . , 0, 0, cj+1, . . . , cn, u(T ), T )]/cj, cj 6= 0

0, cj = 0

ãäå m− ÷èñëî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà C.
Òåîðåìà 7.1 [19]. Ïóñòü ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t,

0 ≤ t ≤ ∞, ïðè ëþáîì íåíóëåâîì âåêòîðå C ∈ R(0, r), ãäå r > 0, ïðè
ëþáîé íåïðåðûâío-äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé φ(t) = (φ1(t), . . . , φn(t)),
ïðèíàäëåæàùåé øàðó R(0, r), è òàêîé, ÷òî φi(t) = ci, âûïîëíåíî óñëîâèå
Λ(A(t)+B(C, t)+H(C, T )) < 0 (Λ(A(t)+B(C, t)+H(C, T )) < −α, α =
= const > 0).

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.1) óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå r1 < r è ïîêàæåì, ÷òî
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.1), ó
êîòîðîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(t) ïðè β0 ≤ t ≤ 0 ðàñïîëîæåíû â øàðå
R(0, r1), íå ïîêèíåò ýòîãî øàðà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü â ìîìåíò
âðåìåíè t = T òðàåêòîðèÿ x(t) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.1) ïîêèäàåò øàð
R(0, r1).
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

dil = ail(T ) + χi(T )/(mxl(T )) + [Fi(0, . . . , 0, xl(T ), . . . , xn(T ), u(T ), T )−
−Fi(0, . . . , 0, 0, xl+1(T ), . . . , xn(T ), u(T ), T )]/xl(T ),

gi(t, x(t)) =
n∑

l=1
(ail(t)− ail(T ))xl(t)−

n∑

l=1
χi(T )

(xl(t)− xl(T ))

mxl(T )
−

−(χi(t)− χi(T ))−
−

n∑

j=1

′ {Fi(0, · · · , 0, xj(T ), . . . , xn(T ), u(T ), T )−

− Fi(0, · · · , 0, xj+1(T ), . . . , xn(T ), u(T ), T )} (xj(t)− xj(T ))/xj(T )−
−

n∑

j=1

′′ {Fi(0, . . . , 0, xj(T ), · · · , xn(T ), u(T ), T )−

− Fi(0, . . . , 0, 0, xj+1(T ), · · · , xn(T ), u(T ), T )} (xj(t)− xj(T ))+

+Fi(x(t), u(t), t)− Fi(x(T ), u(T ), T ),

ãäå m− ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷èñåë ñðåäè x1(T ), . . . , xn(T ),
∑ ′ îçíà-

÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî j òàêèì, ÷òî xj(T ) 6= 0,
∑ ′′ îçíà÷àåò ñóììèðî-

âàíèå ïî j òàêèì, ÷òî xj(T ) = 0.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðè íåêîòîðîì l(1 ≤ l ≤ n) xl(T ) = 0, òî â îáîçíà-

÷åíèÿõ dil ñëàãàåìûå, ó êîòîðûõ çíàìåíàòåëü ðàâåí xl(T ), îïóñêàþòñÿ.
Òîãäà ïðè t ≥ T ñèñòåìó óðàâíåíèé (7.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

dx

dt
= Dx+G(t, x(t)), (7.2)

D = {dij}, G(t, x(t)) = col(g1(t, x(t)), . . . , gn(t, x(t))).
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.2) ïðè t ≥ T èìååò âèä

x(t) = eD(t−T )x(T ) +
t∫

T

eD(t−s)G(s, x(s))ds. (7.3)

Èç ñòðóêòóðû îïåðàòîðà G(t, x(t)) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì êàê óãîäíî
ìàëîì ε (ε > 0) ìîæíî âûáðàòü òàêîå çíà÷åíèå ∆t, ÷òî ïðè T ≤ t ≤
≤ T + ∆t ‖ G(t, x(t)) ‖≤ ε ‖ x(t) ‖ .

Ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè (7.3) ê íîðìàì, èìååì ïðè T ≤ t ≤ T + ∆t :

‖ x(t) ‖≤ eΛ(D)(t−T )x(T ) + ε
t∫

T

eΛ(D)(t−s) ‖ x(s) ‖ ds. (7.4)
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Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ ψ(t) = e−Λ(D)t ‖ x(t) ‖ . Òîãäà íåðàâåíñòâî
(7.4) ïðèíèìàåò âèä

ψ(t) ≤ ψ(T ) + ε
t∫

T

ψ(s)ds. (7.5)

Ïðèìåíÿÿ ê (7.5) íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà è âîçâðàùàÿñü
ê íîðìå ‖ x(t) ‖, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè T ≤ t ≤ T + ∆t ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ‖ x(t) ‖≤ exp((Λ(D) + ε)(t− T )) ‖ x(T ) ‖ .

Òàê êàê ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìåíüøå 0, òî
âçÿâ ε òàêèì, ÷òî Λ(D) + ε ≤ 0, è ïîäîáðàâ ïî íåìó ñîîòâåòñòâóþùåå
çíà÷åíèå ∆t∗, óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî â ïðîìåæóòêå âðåìåíè [T, T + ∆t∗]
òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.1) íå ïîêèäàåò ñôåðû S(0, r1). Èç ïî-
ëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.1).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (7.1) èññëåäóåòñÿ â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå En, òî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû óñëîâèå
Λ(A(t) + B(C, t) +H(C, T )) < 0 (Λ(A(t) + B(C, t) +H(C, T )) < −α)

ìîæíî çàìåíèòü íà ñëåäóþùåå:
Re(A(t) +B(C, t) +H(C, t)) < 0 (Re(A(t) +B(C, t) +H(C, t)) < −α).
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êëàññîâ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ

óñëîâèÿ òåîðåìû 7.1.
Â êà÷åñòâå îäíîãî èç òàêèõ êëàññîâ ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ âèäà (7.1),

ó êîòîðûõ
sup

t0≤t<∞
max
i=1,...,n

| t− γi(t) |≤ H. (7.6)

Ïóñòü r > 0. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå T. Ïóñòü ζ(T ) =
= (ζ1(T ), . . . , ζn(T )), ζi(T ) ∈ (γi(T ), T ). Ïóñòü η = (η1, . . . , ηn)− ïðîèç-
âîëüíàÿ òî÷êà, ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ñôåðû S(0, r), à s(r) = (s1(r), . . . ,
sn(r))− ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ñôåðå S(0, r).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
D(T ) = {d(T )

il }, d(T )
il = dil(T, ζi(T ), η, s(r)) = ail(T ) +Ki(T, ζi(T ), η)(T −

− γi(T ))/(msl(r)) + [Fi(0, . . . , 0, sl(r), . . . , sn(r), u(T ), T )−
−Fi(0, . . . , 0, 0, sl+1(r), . . . , sn(r), u(T ), T )]/sl(r),
ãäå m− ÷èñëî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà s(r) = (s1(r), . . . , sn(r)).

Òåîðåìà 7.2 [19]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (7.6). Åñëè ïðè äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ 0 < r ≤ r∗, ïðîèçâîëüíûõ T (t0 ≤ T <∞), ζ(T ), η ∈
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∈ R(0, r), s(r) ∈ S(0, r), ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû D(T ) îòðè-
öàòåëüíà (ìåíüøå −α, α > 0), òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.1) óñòîé÷èâî
(àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå çíà-
÷åíèå r(0 < r ≤ r∗) è ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðå-
ìû êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.1), ó êîòîðîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(t)
ïðè β0 ≤ t ≤ 0 ðàñïîëîæåíû â øàðå R(0, r), íå ïîêèíåò ýòîãî øàðà.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = T òðàåêòîðèÿ x(t)
óðàâíåíèÿ (7.1) ïîêèäàåò øàð R(0, r). Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðà-
åêòîðèè x(t) ñî ñôåðîé S(0, r) ÷åðåç s(r) = (s1(r), . . . , sn(r)).

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î ñðåäíåì, èìååì χi(T ) = Ki(T, ζi(T ), η)(T−
−γi(T )).

Òîãäà i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

dxi
dt

=
n∑

l=1
d

(T )
il xl(t) + gi(t, x(t)),

gi(t, x(t)) =
n∑

l=1
(ail(t)− ail(T ))xl(t)−

−
n∑

l=1
Ki(T, ζi(T ), η)(T − γi(T ))(xl(t)− sl(r))/(msl(r))+

+(χi(T )−Ki(T, ζi(T ), η)(T − γi(T )))−
−[Fi(s1(r), . . . , sn(r), u(T ), T )− Fi(0, s2(r), . . . , sn(r), u(T ), T )]×
×(x1(t)− s1(r))/s1(r)− . . .− [Fi(0, . . . , 0, sn(r), u(T ), T )−

−Fi(0, . . . , 0, 0, u(T ), T )](xn(t)− sn(r))/sn(r)+

+[Fi(x(t), u(t), t)− Fi(s(r), u(T ), T ).

Ïðè t ≥ T ñèñòåìó óðàâíåíèé (7.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
dx

dt
= D(T )x+G(t, x(t)), G(t, x(t)) = col(g1(t, x(t)), . . . , gn(t, x(t))).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.1,
çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.2.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ìîäåëüíûé ïðèìåð:

dx

dt
= −x(t) +

t∫

t−H
x1+ε(τ)sgn(x(τ))dτ, ε > 0. (7.7)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî d(T ) ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç ñëåäóþùèõ çíà-
÷åíèé: −1 + η1+εHr−1,−1− η1+εHr−1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ Λ(d(T )) < −1 +
+ | η1+εHr−1 | . Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ η < r, òî Λ(d(T )) < −1+ | ηεH |
è îñòàåòñÿ ìåíüøå −α (α = const > 0) ïðè ëþáîì êîíå÷íîì H è äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ r. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.7)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Â êà÷åñòâå äðóãîãî êëàññà ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ âèäà

dx

dt
= a(t)x(t) + F (x(t),

t∫

0

K(t, s, x(s))ds), (7.8)

ãäå F (x, y)− íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïî îáåèì ïåðåìåííûì.
Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé óðàâíåíèå (7.8) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñêàëÿð-

íûì. Èç äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèâîäèìûå íèæå óñëî-
âèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.8) ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ïîäîá-
íûå ñèñòåìû èíòåãðî − äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íàëîæèì íà ôóíêöèþ F (x, y) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1)F (−x, y) = −F (x, y);
2)F (0, y) ≡ 0.

Ïóñòü r− äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. ×åðåç s1(r) îáîçíà-
÷èì òî÷êè, ëåæàùèå íà ñôåðå S(0, r) â ïðîñòðàíñòâå R1, ò. å. s1(r) = ±r.
Êàæäîìó çíà÷åíèþ t ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî ζ1(t) ∈
∈ (0, t). Ïóñòü η1, η2− ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, ðàñïîëîæåííûå â èíòåðâàëå
(−r, r), ïðè÷åì η1, η2 ≥ 0 ïðè s1(r) = r è η1, η2 ≤ 0 ïðè s1(r) = −r.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d(T ) =




a(T ) + F (η1, TK(T, ζ1, η2))/η1, | η2 |≤| η1 |, η1 6= 0,

a(T ), η1 = 0.

Òåîðåìà 7.3 [19]. Ïóñòü r− ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå äîñòàòî÷íî
ìàëîå ÷èñëî. Åñëè ïðè ëþáîì T (0 < T <∞), ïðîèçâîëüíûõ ζ(T ) ∈
∈ (0, T ), η1, η2 ∈ S(0, r) (η1 · η2 ≥ 0, | η2 |≤| η1 |) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
d(T ) < 0 (d(T ) < −α, α > 0), òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.8) óñòîé÷èâî
(àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî).

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî x(0) = x0 >

> 0. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè T òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.8) ïî-
êèäàåò ñôåðó S(0, r), ò. å. ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó r íà îñè OX. ×åðåç òî÷êó
−r òðàåêòîðèÿ ïðîéòè íå ìîæåò, òàê êàê x0 > 0, à ïî óñëîâèþ 2), íàëà-
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ãàåìîìó íà ôóíêöèþ F (x, y), òðàåêòîðèÿ, íà÷àâøàÿñÿ â ñåãìåíòå [0, r],
íå ìîæåò ïåðåéòè â èíòåðâàë [−r, 0).

Ïðåäñòàâèì ïðè t ≥ T óðàâíåíèå (7.8) â âèäå

dx

dt
= d(T )x(t)+(a(t)−a(T ))x(t)+F (r, ψ(T ))−F (r, TK(T, ζ1, η2))x(t)/r+

+F (x(t), ψ(t))− F (r, ψ(T )),

ãäå ψ(t) =
t∫
0
K(t, s, x(s))ds.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.1
è ó÷èòûâàÿ, ÷òî òðàåêòîðèÿ óðàâíåíèÿ (7.8) ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî â
ñåãìåíòå [0, r], óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû.

8. Î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû Àéçåðìàíà

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Àéçåð-
ìàíà â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöåé.

Ðàññìîòðèì â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn íàðÿäó ñ íåëèíåéíîé ñèñòå-
ìîé

dx1

dt
=

n∑

k=1
a1kxk + f(x1);

dxi
dt

=
n∑

k=1
aikxk, i = 2, . . . , n, (8.1)

ëèíåéíóþ ñèñòåìó âèäà (8.1) ïðè f(x1) = bx1.

Ïðîáëåìà Àéçåðìàíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè èçâåñòíî, ÷òî íóëå-
âîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè âñåõ b,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ α < b < β, òî áóäåò ëè íóëåâîå ðåøåíèå
íåëèíåéíîé ñèñòåìû (8.1) óñòîé÷èâûì â öåëîì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

α < f(x1)/x1 < β. (8.2)

Ýòà ïðîáëåìà ÿâèëàñü èñòî÷íèêîì ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé. Äëÿ
ñèñòåì âòîðîãî [66] è òðåòüåãî [88] ïîðÿäêîâ ïîêàçàíî, ÷òî âûïîëíåíèå
óñëîâèé (8.2) íåäîñòàòî÷íî äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé.
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Íèæå ïðèâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé áîëåå îáùåãî âèäà, íåæåëè (8.1),

dx

dt
= Ax+ F (x), (8.3)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Àéçåðìàíà äëÿ
ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî −∞ < α, β < ∞. Çäåñü
x = (x1, . . . , xn), A = {aik} (i, k = 1, 2, . . . , n), F (x) = f1(x1, . . . , xn), . . . ,
fn(x1, . . . , xn)).

×åðåç sj(sj(K)) îáîçíà÷èì s-÷èñëà îïåðàòîðà K, ò. å. ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà K∗K.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
dx

dt
= Ax+Bx, (8.4)

ó êîòîðîé ìàòðèöà B = {bik}, i, k = 1, 2, . . . , n, ïîäîáðàíà òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû

σ(Re(A + B)) ≤ −α, α = const > 0. (8.5)

Ìíîæåñòâî ìàòðèö B, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (8.5), îáî-
çíà÷èì ÷åðåç G.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn è ïîñòàâèì
åìó â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó C(z) = {cik} (i, k = 1, 2, . . . , n), ñîñòàâëåí-
íóþ èç ýëåìåíòîâ cik = fi(z1, . . . , zn)(mzk)

−1 ïðè zk 6= 0, cik = dik ïðè
zk = 0, ãäå dik = lim

zk→0
fi(z1, . . . , zn)z

−1
k , åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò, dik = 0,

åñëè ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, m− ÷èñëî ýëåìåíòîâ zk(k = 1, 2, . . . , n) âåê-
òîðà z, îòëè÷íûõ îò íóëÿ.

Òåîðåìà 8.1 [18]. Ïóñòü ïðè ëþáîì z ∈ Rn, ìàòðèöà C(z) ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó G, ôóíêöèè fi(z1, . . . , zn)(i = 1, 2, . . . , n) íåïðåðûâíû
è fi(0, . . . , 0) = 0 (i = 1, 2, . . . , n). Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (8.3) óñòîé÷èâî â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàäèì íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0) = 0 âîçìóùåíèå
è ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.3) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè x(t0) = x0,
ãäå ‖x0‖ äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.3) ïðè
ýòîì íà÷àëüíîì óñëîâèè. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè T (T > t0) òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (8.3) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó z ∈ Rn ñ íîðìîé ‖z‖ = r. Ïîêàæåì,
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÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé îòðåçîê âðåìåíè ∆t1, â òå÷åíèå êîòîðîãî òðàåêòî-
ðèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8.4) ïåðåéäåò ñî ñôåðû S(0, r) â øàð R(0, r1), ãäå
r1 = e−α∆t1/2r. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (8.3) â âèäå

dx

dt
= Ax+ Cx+D(x), (8.6)

ãäå

D(x) = (d1(x1, . . . , xn), . . . , dn(x1, . . . , xn)), di(x1, . . . , xn) =

= fi(x1, . . . , xn)− fi(z1, . . . , zn)−
n∑

k=1
cik(xk − zk).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðè t ≥ T â âèäå

x(t) = e(A+C)(t−T )x(T ) +
t∫

T

e(A+C)(t−τ)D(x(τ))dτ. (8.7)

Ïåðåõîäÿ â (8.7) ê íîðìàì, èìååì:

‖x(t)‖ = e−α(t−T )r +
t∫

T

e−α(t−T )‖D(x(τ))‖dτ. (8.8)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆t1 ïðîìåæóòîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî
‖D(x(t))‖ ≤ (α/2)‖x(τ‖. Òîãäà ïðè t ∈ [T, T + ∆t1] íåðàâåíñòâî (8.8)
ìîæåò áûòü óñèëåíî ïóòåì çàìåíû ‖D(x(τ))‖ íà α‖x(τ)‖/2. Óìíîæèâ
îáå ÷àñòè óñèëåííîãî íåðàâåíñòâà íà eαt, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó:

ϕ(t) ≤ eαTr +
α

2

t∫

T

ϕ(τ)dτ, ϕ(t) = eαT‖x(t)‖. (8.9)

Ïðèìåíÿÿ ê (8.9) íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà− Áåëëìàíà, èìååì ïðè T ≤
≤ t ≤ T + ∆t1 îöåíêó:

‖x(t)‖ ≤ e−α(t−T )/2r. (8.10)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t1 = T + ∆t1 ïîëó÷èì îöåíêó

r1 = e−α∆t1/2r.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, óáåæäàåìñÿ ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè t2, t3, . . .
òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.3) ïåðåñåêàåò ñôåðû S(0, r2), S(0, r3)
è ò. ä.
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Äëÿ ðàäèóñîâ ñôåð rk èìååì âûðàæåíèÿ rk = rexp[−α(∆t1 + · · ·+
+∆tk)/2]; ∆tk = tk − tk−1, k = 1, 2, . . . , t0 = T.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (8.3), íà÷àòàÿ â ñôåðå S(0, r), íå ïîêèäàåò ýòîé ñôåðû. Ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó Ïåàíî ([106], c. 21), óáåæäàåìñÿ, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (8.4) ïðîäîëæèìà íà áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè [T,∞).

Èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:
1) ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè T ∗, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî

(8.10) íàðóøàåòñÿ;
2) íåðàâåíñòâî (8.10) ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ t > T.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ âîçìîæíîñòü.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè t ∈ [T, T ∗) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (8.10). Ïåðå-

õîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t→ T ∗, óáåæäàåìñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî (8.10) ñïðàâåä-
ëèâî ïðè t ∈ [T, T ∗].

Ñîãëàñíî ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïðè t > T ∗ íåðàâåíñòâî (8.10)
íàðóøàåòñÿ. Îäíàêî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê èç óñëîâèé òåîðåìû è ïðè-
âåäåííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî âçÿâ T ∗ çà íà÷àëüíîå ïðè-
áëèæåíèå, ìû èìååì ñåãìåíò [T ∗, T ∗ + ∆T ∗], íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

‖x(t)‖ ≤ e−α(t−T ∗)/2‖x(T ∗)‖.
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî íåðà-

âåíñòâî (8.10) íå íàðóøàåòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ t > T.
Ðàññìîòðèì âòîðóþ âîçìîæíîñòü, ïðè êîòîðîé

‖x(t)‖ ≤ e−α(t−T )/2‖x(T )‖ (8.11)

ïðè t ≥ T.

Çäåñü íóæíî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: 1) ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå
T ∗∗, ïðè êîòîðîì x(T ∗∗) = 0; 2) ‖x(t)‖ 6= 0 ïðè âñåõ t ≥ T.

Â ïåðâîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî x(t) = 0 ïðè t ≥ T ∗∗.
Âî âòîðîì ñëó÷àå èç íåðàâåíñòâà (8.11) ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→∞ ‖x(t)‖ = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G∗ ìíîæåñòâî ìàòðèö B = {bik} (i, k = 1, 2, . . . , n),

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Λ(A+B) ≤ α, α = const < 0.
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Òåîðåìà 8.2 [18]. Ïóñòü ïðè ëþáîì z ∈ Rn, ìàòðèöà C(z) ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâó G∗, ôóíêöèè fi(z1, . . . , zn) íåïðåðûâíû è fi(0, . . . , 0) = 0
(i = 1, 2, . . . , n). Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.4) óñòîé÷èâî â
öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8.1. Åäèíñòâåííîå
îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò âûðàæåíèÿ (8.7) ê íåðà-
âåíñòâó (8.8) èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíîå ñâîéñòâî ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû
‖eA+C‖ ≤ eΛ(A+C).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G∗∗ ìíîæåñòâî ìàòðèö B = {bik} (i, k = 1, 2, . . . , n),
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå s∗ = max

j
sj(A+B) ≤ α, α = const <

< 0, sj(A+B)− s - ÷èñëà ìàòðèöû (A+B).
Òåîðåìà 8.3 [18]. Ïóñòü ïðè ëþáîì z ∈ En, ìàòðèöà C(z) ïðèíàäëå-

æèò ìíîæåñòâó G∗∗, ôóíêöèè fi(z1, . . . , zn) íåïðåðûâíû è fi(0, . . . , 0) = 0
(i = 1, 2, . . . , n). Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.3) óñòîé÷èâî â öå-
ëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8.1. Îòëè÷èå çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùèì. Èçâåñòíî, ÷òî ‖eA+C‖ ≤ e‖A+C‖.

Íîðìà ‖A + C‖ îöåíèâàåòñÿ â En ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåé öåïî÷êè
íåðàâåíñòâ:

‖(A+C)x‖ = ((A+C)x, (A+C)x)1/2 = (UTx, UTx)1/2 = ‖Tx‖ ≤ max
j
sj‖x‖,

ãäå èñïîëüçîâàíî ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà A+C = UT â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ ÷àñòè÷íî èçîìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà U è îïåðàòîðà T = (A+
+ C)∗(A+ C).

Ñëåäîâàòåëüíî ‖eA+C‖ ≤ es
∗
. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì íåðàâåíñòâîì è

ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 8.1, çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.3.

Âåðíåìñÿ ê ïðîáëåìå Àéçåðìàíà. Ïóñòü a = lim f(x)/x ïðè x → 0,
åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò, èëè a = 0, åñëè ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
1) ìàòðèöà A = {aij} i, j = 1, 2, . . . , n, ñàìîñîïðÿæåííàÿ;
2) ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ (8.1), ïðè f(x1) = bx1 àñèìï-

òîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïðè ëþáîì b ∈ B, B = [α, β] ∪ {a};
3) âûïîëíåíî óñëîâèå (8.2);
4) α > −∞, β <∞.
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Èç ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöûA ñëåäóåò ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû Āb =
= {ālk} (l, k = 1, 2, . . . , n), ãäå ā11 = a11 + b, āij = aij ïðè (i, j) 6= (1, 1).

Ïîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ëè-
íåéíîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé (8.1) ïðè f(x1) = bx1, b ∈ B ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïîñòîÿííîé γ < 0, ÷òî äëÿ âñåõ óêàçàííûõ çíà÷åíèé
b ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö Āb ìåíüøå γ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë bk(bk ∈ B), òàêèõ, ÷òî lim max(σ(Ābk)) =
= 0 ïðè k →∞.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè a 6∈ [α, β], òî ÷èñëî a íå ïðèíàäëåæèò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {bk} ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k, òàê êàê ðàññòî-
ÿíèå îò σ(Āa) äî ìíèìîé îñè ïîëîæèòåëüíî. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bk
ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùóþñÿ ê ÷èñëó b∗, ïðè÷åì
α ≤ b∗ ≤ β. Òàê êàê maxσ(Āb∗) ≤ γ(b∗) < 0, òî ([64], ãë. 14) ñóùåñòâóåò
ε-îêðåñòíîñòü (ε = γ(b∗)/2) òî÷êè b∗, äëÿ ýëåìåíòîâ b êîòîðîé ñïåêòð
ìàòðèöû Āb ðàñïîëîæåí ëåâåå çíà÷åíèÿ γ(b∗) + ε ≤ γ(b∗)/2 < 0. Èç ïî-
ëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî max σ(Āb) ≤ γ ïðè âñåõ α ≤ b ≤ β.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Āb− ñàìîñîïðÿæåííàÿ ïðè âñåõ b ∈ B, òî σ(Āb) =
= σ(ReĀb). Ñëåäîâàòåëüíî, ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (8.1) âîçìîæíî ïðèìå-
íåíèå òåîðåìû 8.1. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 8.4 [18]. Ïóñòü ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìå
(8.1) ïðè f(x1) = bx1, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïðè ëþáûõ b, òàêèõ,
÷òî b ∈ B. Ìàòðèöà A ñàìîñîïðÿæåííàÿ, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (8.2) è
α > −∞, β <∞. Òîãäà íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà (8.1) óñòîé÷èâà â öåëîì.

Çàêàí÷èâàÿ ýòîò ðàçäåë, ïðèâåäåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåí-
íûìè ìàòðèöàìè [86].

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx(t)

dt
= A(x). (8.12)

Òåîðåìà 8.5 [86]. Ïóñòü ìàòðèöà A(x) îãðàíè÷åíà âìåñòå ñ åå ïðîèç-
âîäíûìè ïðè x ∈ R(0, δ0). Ïóñòü ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x, x ∈
∈ R(0, δ0), ìàòðèöà A(x) ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâîé è áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò
λ0 > 0 òàêîå, ÷òî max Reλ(x) ≤ −λ0 ïðè x ∈ R(0, δ0). Òîãäà íàéäåòñÿ
òàêîå δ (δ < δ0), ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (8.12), ñîîòâåòñòâóþùåå
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íà÷àëüíûì óñëîâèÿì èç øàðà R(0, δ), íå âûõîäèò èç ýòîãî øàðà è ñòðå-
ìèòñÿ ê x = 0, óáûâàÿ íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî.

9. Äâóñòîðîííèå îöåíêè íîðì ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ íåðàâåí-
ñòâà Ëîçèíñêîãî è Âèíòíåðà [ñì. òåîðåìû 1.3 è 1.4 èç ãëàâû 1], äàþùèå
îöåíêó ñâåðõó è ñíèçó íîðìû ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Â äàííîì ðàçäåëå ýòè íåðàâåíñòâà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñèñòåìû
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dx1

dt
= a1(t, x1(t), . . . , xn(t)),

. . . . .
dxn
dt

= an(t, x1(t), . . . , xn(t)) (9.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

xk(0) = x0
k, k = 1, 2, . . . , n, (9.2)

è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî ïåðåìåííûì uk(k = 1, 2, . . . , n)
ôóíêöèÿìè al(t, u1, . . . , un), l = 1, 2, . . . , n. Çäåñü ai(t, 0, . . . , 0) ≡ 0, t ≥
≥ 0, i = 1, . . . , n.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (9.1)�(9.2) îïðåäåëåíî ïðè
âñåõ t ≥ 0.

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè áóäåì ïðîâîäèòü â ïðîñòðàíñòâàõ Rn, En,
ãäå En− åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü ai(t, x1(t), . . . , xj−1(t), 0, xj+1(t), . . . , xn(t)) = 0, j = 1, 2, . . . , n.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçA(t,X(t)) ìàòðèöó, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèè:

aij(t,X(t)) =

=





ai(t,x1(t),...,xn(t))
nxj(t)

, xj(t) 6= 0,
1
na

′
ij(t, x1(t), . . . , xj−1(t), 0, xj+1(t), . . . , xn(t)), xj(t) = 0,

(9.3)

a′ij(t, x1(t), . . . , xn(t)) îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè
ai(t, x1(t), . . . , xj−1(t), uj, xj+1(t), . . . , xn(t)) ïî ïåðåìåííîé uj ïðè uj = 0.
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Ýëåìåíòû aij(t,X(t)) ìàòðèöû A(t,X(t)) áûëè ïîëó÷åíû èç ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ôóíêöèè ai(t, x1(t), . . . , xn(t)) â âèäå

ai(t, x1(t), . . . , xn(t)) =
1

n


ai(t, x1(t), . . . , xn(t))

x1(t)
x1(t)+

+
ai(t, x1(t), . . . , xn(t))

x2(t)
x2(t) + · · ·+ ai(t, x1(t), . . . , xn(t))

xn(t)
xn(t)




â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå êîìïîíåíòû xi(t), i = 1, 2, . . . , n, âåêòîðà X(t)
îòëè÷íû îò íóëÿ.

Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t xj(t) = 0, òî êîýôôèöèåíò aij(t,X(t)) îïðå-
äåëÿåòñÿ èç ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

aij(t,X(t)) =
1

n
lim
u→0

ai(t, x1(t), . . . , xj−1(t), u, xj+1(t), . . . , xn(t))

u
=

=
1

n
a′ij(t, x1(t), . . . , xn(t)).

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ai(t, x1(t), . . . , xj−1(t), 0, xj+1(t), . . . , xn(t)) = 0, j = 1, 2, . . . , n,

è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò.
Ìîæíî ââåñòè ýëåìåíòû aij(t,X(t)) ìàòðèöû A(t,X(t)) ïî ôîðìóëå

aij(t,X(t)) =

=





λij
ai(t,x1(t),...,xn(t))

xj(t)
, xj(t) 6= 0,

λija
′
ij(t, x1(t), . . . , xj−1(t), 0, xj+1(t), . . . , xn(t)), xj(t) = 0,

(9.4)

ãäå 0 ≤ λij ≤ 1,
n∑
j=1

λij = 1 ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n. Ýòî ñëåäóåò èç
ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ai(t, x1, . . . , xn) â âèäå

ai(t, x1(t), . . . , xn(t)) =
n∑

j=1
λij
ai(t, x1(t), . . . , xn(t))

xj(t)
xj(t)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå êîìïîíåíòû xi(t), i = 1, 2, . . . , n, âåêòîðà X(t)
îòëè÷íû îò íóëÿ.

Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t xj(t) = 0, òî êîýôôèöèåíò
aij(t,X(t)) = λija

′
ij(t, x1(t), . . . , xj−1(t)), 0, xj+1(t), . . . , xn(t).
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êîýôôèöèåíòû λij ìîãóò áûòü íå òîëüêî êîíñòàí-
òàìè, íî è çàâèñåòü îò t è x(t).

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû aij(t,X(t)) ìàòðèöû A(t,X(t))
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Ïðè îïðåäåëåíèè ýëåìåíòîâ
aij(t,X(t)) åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä. Ïóñòü ôóíê-
öèÿ ai(t, x1(t), . . . , xn(t)) ïðåäñòàâèìà â âèäå

ai(t, x1(t), . . . , xn(t)) = bi1(t, x1(t)) + · · ·+ bin(t, xn(t))+

+bi12(t, x1(t), x2(t)) + · · ·+ bi,n−1,n(t, xn−1(t), xn(t)) + · · ·+
+bi,1,2,...,n(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)),

ïðè÷åì êàæäîå ñëàãàåìîå âèäà biv1,...,vl
(t, xv1(t), . . . , xvl

(t)), ãäå vi− öåëûå
÷èñëà, 1 ≤ v1 < · · · < vl ≤ n, 1 ≤ l ≤ n, ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò êàæäîé
èç ïåðåìåííûõ xv1(t), . . . , xvl

(t). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî
bi,v1,...,vl

(t, xv1(t), . . . , xvl
(t)) ñòðîèòñÿ ìàòðèöà ðàçìåðà l× l, ñîñòîÿùàÿ èç

ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåííûõ ïî ôîðìóëàì âèäà (9.3) èëè (9.4).
Íàïðèìåð, âû÷èñëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû bi,v1,...,vl;j(t, xv1(t), . . . , xvl

(t))
ìàòðèöû B(t, xv1(t), . . . , vvl

(t)) ïî ôîðìóëå

bi,v1,...,vl;j(t, xv1(t), . . . , xvl
(t)) =





1
l

bi(t,xv1
(t),...,xvl

(t))
xvj

(t) ,

xvj
(t) 6= 0,

1
l b
′
ij(t, xv1(t), . . . , xvj−1

(t), 0, xvj+1
(t), xvl

(t)),

xvj
(t) = 0.

Òîãäà ôóíêöèþ bi(t, xv1(t), . . . , xvl
(t)) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

bi(t, xv1(t), . . . , xvl
(t)) =

=
l∑

j=1
bi,v1,...,vl;j(t, xv1(t), . . . , xvl

(t))xj(t).

Àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ âñåõ ôóíêöèé
bi(t, xv1(t), . . . , xvl

(t)) ïðè 1 ≤ v1 < v2 < · · · < vl ≤ n, 1 ≤ l ≤ n.
Ñóììèðóÿ âñå ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì êîýôôèöèåíòû

bi,v1,...,vl;j(t, xv1(t), . . . , xvl
(t)) ïî ïåðåìåííûì 1 ≤ v1 < v2 < · · · < vl ≤ n,

ïîëó÷àåì ýëåìåíò aij(t,X(t)) ìàòðèöû A(t,X(t)).
Ìàòðèöó A(t,X(t)) ìîæíî îïðåäåëèòü èíà÷å.
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Íàïðèìåð, ýëåìåíòû alk(t,X(t)) ìàòðèöû A(t,X(t)) ìîãóò áûòü îïðå-
äåëåíû âûðàæåíèåì

alk(t,X(t)) =





al(t,0,...,0,xk(t),...,xn(t))−al(t,0,...,0,xk+1(t),...,xn(t))
xk(t) , xk(t) 6= 0,

alk
′(t, 0, . . . , 0, xk+1(t), . . . , xn(t)), xk(t) = 0,

l, k = 1, . . . , n. Çäåñü alk′(t, 0, . . . , 0, uk+1, . . . , un) îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè al(t, 0, . . . , 0, uk, uk+1, . . . , un) ïî ïåðåìåííîé uk ïðè uk = 0. Îò-
ìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
ai(t, x1(t), . . . , xj−1(t), 0, xj+1(t), . . . , xn(t)) = 0, j = 1, 2, . . . , n.

Âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû A(t,X(t)), íî èç-
çà îòñóòñòâèÿ ìåñòà íà íèõ íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.

Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t ïîñòàâèì ìàòðèöå A(t,X(t)) â ñîîòâåòñòâèå
åå ëîãàðèôìè÷åñêóþ íîðìó Λ(A(t,X(t))).

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì
íà ñëó÷àé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåðàâåíñòâ Âèíòíåðà è Ëîçèíñêîãî.

Òåîðåìà 9.1 [29]. Ïóñòü ôóíêöèè aij(t,X(t)), i, j = 1, 2, . . . , n, íåïðå-
ðûâíû. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (9.1), (9.2) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

exp{−
t∫

0

Λ(−A(τ,X(τ)))dτ}‖X0‖ ≤ ‖X(t)‖ ≤

≤ exp{
t∫

0

Λ(A(τ,X(τ)))dτ}‖X0‖, (9.5)

ãäå X0 = X(0) = (x0
1, . . . , x

0
n), X(t) = (x1(t), . . . , xn(t)).

Òåîðåìà 9.2 [29]. Ïóñòü ôóíêöèè aij(t,X(t)), i, j = 1, 2, . . . , n, íåïðå-
ðûâíû. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (9.1), (9.2) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

exp{
t∫

0

λm(ReA(τ,X(τ)))dτ}‖X0‖ ≤ ‖X(t)‖ ≤

≤ exp{
t∫

0

λM(ReA(τ,X(τ)))dτ}‖X0‖,

ãäå X0 = X(0), λm(ReA(τ,X(τ))) = inf σ(ReA(τ,X(τ))),
λM(ReA(τ,X(τ))) = sup σ(ReA(τ,X(τ))), ÷åðåç σ(ReA(τ,X(τ))) îáîçíà-
÷åí ñïåêòð îïåðàòîðà ReA(τ,X(τ)) = 1

2 [A(τ,X(τ)) + A∗(τ,X(τ))].
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî

ýëåìåíòû akl(t,X(t)) ìàòðèöû A(t,X(t)) çàäàíû âûðàæåíèåì (9.3).
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Çàôèêñèðóåì äâà ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ êàê óãîäíî ìàëûõ
÷èñëà ε0 è ε1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t) íåïðåðûâíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ôóíê-
öèþ òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà sup

0≤t<∞
ϕ(t) < ε0,

∞∫
0
ϕ(t)dt < ε1.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèè çàäà÷è Êîøè (9.1)�(9.2) â ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè t ∈ [T, T + ∆T0], ãäå T− ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
(0 ≤ T <∞), à âåëè÷èíà ∆T0 áóäåò óòî÷íåíà íèæå.

Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (9.1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
dxl(t)

dt
=

n∑

k=1
alk(T,X(T ))xk(t)−

n∑

k=1
alk(T,X(T ))(xk(t)− xk(T ))+

+ (al(t, x1(t), . . . , xn(t))− al(T, x1(T ), . . . , xn(T ))) , (9.6)

l = 1, 2, . . . , n.
Ñèñòåìà (9.6) â îïåðàòîðíîé ôîðìå èìååò âèä

dX(t)

dt
= A(T,X(T ))X(t) + F (t,X(t)), (9.7)

ãäå
F (t,X(t)) = (f1(t,X(t)), . . . , fn(t,X(t)))−

âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè

fl(t,X(t)) = (al(t,X(t))− al(T,X(T ))−
n∑

k=1
alk(T,X(T ))(xk(t)− xk(T ))),

l = 1, 2, . . . , n.
Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (9.7), (9.2) ïðè t ≥ T èìååò âèä

X(t) = eA(T,X(T ))(t−T )X(T ) +
t∫

T

eA(T,X(T ))(t−s)F (s,X(s))ds. (9.8)

Ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, èìååì:
‖X(t)‖ ≤ eΛ(A(T,X(T )))(t−T )‖X(T )‖+

+
t∫

T

eΛ(A(T,X(T )))(t−s)‖F (s,X(s))‖ds. (9.9)

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ ôóíêöèè al(t, x1(t), . . . , xn(t)) (l = 1, 2, . . . , n)
íåïðåðûâíû è ‖X(T )‖ 6= 0, òî íàéäåòñÿ òàêîå ∆T ∗0 , ÷òî â ïðîìåæóòêå
âðåìåíè T ≤ t ≤ T + ∆T ∗0

‖F (t,X(t))‖ ≤ 1

2
ϕ(t)‖X(t)‖. (9.10)
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Ââåäåì ôóíêöèþ

ψ(t) = e−Λ(A(T,X(T )))t‖X(t)‖.
Òîãäà èç íåðàâåíñòâ (9.9) è (9.10) ñëåäóåò, ÷òî íà ñåãìåíòå [T, T+∆T ∗0 ]

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ψ(t) ≤ ψ(T ) +
1

2

t∫

T

ψ(s)ϕ(s)ds.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà, èìååì:

ψ(t) ≤ ψ(T )e
1
2

t∫
T

ϕ(s)ds
.

Âîçâðàùàÿñü ê íîðìàì, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó:

‖X(t)‖ ≤ exp{Λ(A(T,X(T )))(t− T ) +
1

2

t∫

T

ϕ(s)ds}‖X(T )‖ =

= exp{
t∫

T

Λ(A(T,X(T )))dτ +
1

2

t∫

T

ϕ(τ)dτ}‖X(T )‖. (9.11)

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |Λ(A)− Λ(B)| ≤ ‖A−B‖.

Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé akl(t,X(t)), k, l = 1, 2, . . . , n, ñëåäóåò, ÷òî
ýëåìåíòû ìàòðèöû A(t,X(t)) íåïðåðûâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
òàêîé ñåãìåíò [T, T + ∆T ∗∗0 ], ÷òî ïðè t ∈ [T, T + ∆T ∗∗0 ]

t∫

T

|Λ(A(τ,X(τ)))− Λ(A(T,X(T )))|dτ ≤ 1

2

t∫

T

ϕ(τ)dτ.

Ïóñòü ∆T0 = min(∆T ∗0 ,∆T
∗∗
0 ). Òîãäà íà ñåãìåíòå [T, T + ∆T0] íåðà-

âåíñòâî (9.11) ìîæåò áûòü çàìåíåíî íåðàâåíñòâîì

‖X(t)‖ ≤ exp{
t∫

T

(Λ(A(τ,X(τ))) + ϕ(τ))dτ}‖X(T )‖. (9.12)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî íà ñåãìåíòå [T, T1], ãäå T1 = T+∆T0.
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Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåãìåíòîâ [Tk, Tk+1], k = 1, 2, · · · , äëÿ êîòî-
ðûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

‖X(t)‖ ≤ exp{
t∫

Tk

(Λ(A(τ,X(τ))) + ϕ(τ))dτ}‖X(Tk)‖,

ãäå Tk ≤ t ≤ Tk+1.

Çäåñü èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:
1)

∞∑
k=1

(Tk+1 − Tk) = ∞;

2)
∞∑
k=1

(Tk+1 − Tk) <∞.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè t ≥ T èìååì

‖X(t)‖ ≤ exp{
t∫

T

(Λ(A(τ,X(τ))) + ϕ(τ))dτ}‖X(T )‖. (9.13)

Ðàññìîòðèì âòîðóþ âîçìîæíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ∗ = T1+
∞∑
k=1

(Tk+1−
−Tk). Èç ïðèâåäåííûõ âûøå âûêëàäîê ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (9.13)
ñïðàâåäëèâî ïðè t ∈ [T, T ∗). Òàê êàê ôóíêöèè Λ(A(t,X(t))) è ϕ(t) íåïðå-
ðûâíû, òî ïåðåõîäÿ â (9.13) ê ïðåäåëó ïðè t→ T ∗, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíî
ñïðàâåäëèâî è ïðè t = T ∗.

Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíûå òåïåðü ñèòóàöèè: à)X(T ∗) = 0, á)X(T ∗) 6=
6= 0. Åñëè X(T ∗) 6= 0, òî çäåñü òàêæå èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè: à) íåðà-
âåíñòâî (9.13) ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ T ≤ t ≤ ∞, á) íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷å-
íèå T ∗∗ ≥ T ∗, ÷òî íà÷èíàÿ ñ t > T ∗∗ íåðàâåíñòâî (9.13) íàðóøàåòñÿ. Ïî-
âòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäøèå ê íåðàâåíñòâó (9.13), óáåæäàåìñÿ, ÷òî
ñóùåñòâóåò ñåãìåíò [T ∗∗, T ∗∗+∆T∗∗], òàêîé, ÷òî ïðè t ∈ [T ∗∗, T ∗∗+∆T∗∗]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖X(t)‖ ≤ exp{
t∫

T ∗∗
(Λ(A(τ,X(τ))) + ϕ(τ))dτ}‖X(T ∗∗)‖ ≤

≤ exp{
t∫

T

(Λ(A(τ,X(τ))) + ϕ(τ))dτ}‖X(T )‖,

ò. å. ïðåäïîëîæåíèå î íàðóøåíèè íåðàâåíñòâà (9.13) ïðè t = T ∗∗ íåâåðíî.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå á) íåðàâåíñòâî (9.13) ñïðàâåäëèâî ïðè t ≥ T.
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Åñëè X(T ∗) = 0, òî íåðàâåíñòâî (9.13) ñïðàâåäëèâî ïðè t ∈ [T, T ∗].
Òîãäà èç óñëîâèÿ ai(t, 0, . . . , 0) ≡ 0, i = 1, 2, . . . , n, ñëåäóåò, ÷òî îíî ñïðà-
âåäëèâî ïðè âñåõ t ≥ T.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (9.13) äîêàçàíî ïðè t ≥ T è äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ôóíêöèé ϕ(t).

Èç íåðàâåíñòâà (9.13) è èç ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè ϕ(t) ñëåäóåò, ÷òî

‖X(t)‖ ≤ exp{
t∫

T

(Λ(A(τ,X(τ)))dτ}‖X(T )‖. (9.14)

Ïðàâîå íåðàâåíñòâî â âûðàæåíèè (9.5) äîêàçàíî.
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ëåâîãî íåðàâåíñòâà.
Èññëåäóåì òðàåêòîðèþ çàäà÷è Êîøè (9.1)−(9.2) â ïðîìåæóòêå âðåìå-

íè t ∈ [T, T + ∆T0], ãäå T− ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (0 ≤ T <

< ∞), à âåëè÷èíà ∆T0 áóäåò óòî÷íåíà íèæå. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ‖X(T )‖ 6= 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ñèñòåìû (9.1) â îïåðàòîðíîé ôîðìå
(9.7) è çàïèñüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (9.7), (9.3) ïðè t ≥ T â âèäå âû-
ðàæåíèÿ (9.8). Ïåðåõîäÿ ê íîðìàì íà íåêîòîðîì ñåãìåíòå [T, T + ∆T ∗],
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆T ∗ èìååì:

‖X(t)‖ ≥ ‖eA(T,X(T ))(t−T )X(T )‖ − ‖
t∫

T

eA(T,X(T ))(t−s)F (s,X(s))ds‖ ≥

≥ e−Λ(−A(T,X(T ))(t−T )‖X(T )‖ −
t∫

T

eΛ(A(T,X(T )))(t−s)‖F (s,X(s)‖ds. (9.15)

Íåðàâåíñòâî

‖eA(T,X(T ))(t−T )X(T )‖ ≥ e−Λ(−A(T,X(T )))(t−T )‖X(T )‖
áûëî ïîëó÷åíî èç íåðàâåíñòâà

‖X(T )‖ = ‖e(A(T,X(T ))−A(T,X(T )))(t−T )X(T )‖ ≤
≤ ‖e−A(T,X(T ))(t−T )‖‖eA(T,X(T ))(t−T )‖‖X(T )‖ ≤
≤ eΛ(−A(T,X(T )))(t−T )‖eA(T,X(T ))(t−T )X(T )‖.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çà ñ÷åò âûáîðà âåëè÷èíû ∆T ∗ ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî â ñåãìåíòå [T, T +∆T ∗] âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåí-
ñòâà (9.15), ïîëîæèòåëüíî.
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Èç ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè F (s,X(s)) ( F (T,X(T )) = 0) ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå ∆T ∗∗ (∆T ∗∗ < ∆T ∗), ÷òî ïðè s ∈ [T, T+∆T ∗∗]

eΛ(A(T,X(T )))(t−s)‖F (s,X(s))‖ ≤ e−Λ(−A(T,X(T )))(t−T )ϕ(s)‖X(T )‖,
ãäå ϕ(t)− ôóíêöèÿ, ââåäåííàÿ âûøå.

Òîãäà

‖X(t)‖ ≥ e−Λ(−A(T,X(T )))(t−T )(1−
t∫

T

ϕ(s)ds)‖X(T )‖.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
t∫

T

ϕ(s)ds

1−
t∫

T

ϕ(s)ds ≥ exp{−2
t∫

T

ϕ(s)ds}.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖X(t)‖ ≥ e
−Λ(−A(T,X(T )))(t−T )−2

t∫
T

ϕ(s)ds‖X(T )‖.
Èç ñâîéñòâ ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé

èíòåðâàë âðåìåíè [T0, T1], ãäå T0 = T, T1 − T0 < ∆T ∗∗, ÷òî

|
t∫

T0

(Λ(−A(T,X(T ))− Λ(−A(t,X(t)))dt| ≤
t∫

T0

ϕ(s)ds.

Òîãäà ïðè T0 ≤ t ≤ T1

‖X(t)‖ ≥ exp{−
t∫

T0

(Λ(−A(t,X(t)))− 3ϕ(t))dt}‖X(T0)‖.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé Tk,
òàêèõ, ÷òî â ñåãìåíòå [Tk, Tk+1], k = 1, 2, . . . :

‖X(t)‖ ≥ exp{−
t∫

Tk

(Λ(−A(t,X(t)))− 3ϕ(t))dt}‖X(Tk)‖.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ∗ ñóììó

T ∗ = T0 +
∞∑

k=1
(Tk − Tk−1).

Çäåñü èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè: T ∗ = ∞ è T ∗ <∞.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè âñåõ T0 ≤ t <∞

‖X(t)‖ ≥ exp{−
t∫

T0

(Λ(−A(t,X(t)))dt− 3
t∫

T0

ϕ(t)dt}‖X(T0)‖. (9.16)

Âî âòîðîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (9.16) âûïîëíÿåòñÿ ïðè t ∈ [T0, T
∗].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå T ∗∗ ≥ T ∗, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî íåðà-
âåíñòâî (9.16) íàðóøàåòñÿ, ò. å. ïðè T ∗∗ îíî ñïðàâåäëèâî, à ïðè t > T ∗∗

íàðóøàåòñÿ. Òîãäà ïîëîæèâ T0 = T ∗∗ è ïîâòîðÿÿ ïðîâåäåííûå âûøå âû-
êëàäêè, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè t = T ∗∗ íåðàâåíñòâî (9.16) íå íàðóøàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (9.16) ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ t ∈ [T0,∞).
Èç ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè ϕ(t) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

‖X(t)‖ ≥ exp{−
t∫

T0

(Λ(−A(t,X(t)))dt}‖X(T0)‖.

Äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (9.5).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 9.2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ òîëüêî

íà ìîìåíòàõ, â êîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.2 îòëè÷íî îò äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 9.1.

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì (9.8) è îöåíêîé

‖eA(t−t0)‖ ≤ exp{λM(ReA)(t− t0)},
èìååì

‖X(t)‖ ≤ eλM (ReA(T,X(T ))(t−T )‖X(T )‖+
t∫

T

eλM (ReA(T,X(T ))(t−s)‖F (s,X(s))‖ds.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.1,
ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖X(t)‖ ≤ exp{λM(ReA(T,X(T ))(t− T )}+
1

2

t∫

T

ϕ(s)ds}‖X(T )‖ =
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= exp{
t∫

T

λM(ReA(T,X(T )))dτ +
1

2

t∫

T

ϕ(τ)dτ}‖X(T )‖,

ñïðàâåäëèâîìó íà ñåãìåíòå [T, T + ∆T ∗0 ].
Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé akl(t,X(t)), k, l = 1, 2, . . . , n, ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò òàêîé ñåãìåíò [T, T +∆T ∗∗0 ],∆T ∗∗0 ≤ ∆T ∗0 , ÷òî ïðè t ∈ [T, T +
+ ∆T ∗∗0 ]

t∫

T

(λM(ReA(τ,X(τ)))− λM(ReA(T,X(T ))))dτ ≤ 1

2

t∫

T

ϕ(τ)dτ.

Ïóñòü ∆T0 = min(∆T∗
0,∆T∗∗

0 ). Òîãäà íà ñåãìåíòå [T, T + ∆T0] ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖X(t)‖ ≤ exp{
t∫

T

(λM(ReA(τ,X(τ))) + ϕ(τ))dτ}‖X(T )‖.

Çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.2 ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíûì ïî-
âòîðåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ âûêëàäîê, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 9.1.

Çàìå÷àíèå. Ñëó÷àè, êîãäà ìàòðèöà A(t,X(t)) îïðåäåëÿåòñÿ äðóãèìè
ñïîñîáàìè, èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íî.

10. Îá îäíîì ïðèåìå ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè ñòðóêòóðíîé
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dxi
dt

=
n∑

j=1
aij(t)xj(t) + fi(t, x1, . . . , xn), (10.1)

ãäå ôóíêöèè fi(t, x1, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìû ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì â îêðåñòíîñòè íóëÿ è ñïðà-
âåäëèâû òîæäåñòâà fi(t, 0, . . . , 0) ≡ 0, i = 1, 2, . . . , n, ∂fi(t,0,...,0)

∂xj
≡ 0,

i, j = 1, 2, . . . , n.
Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè áóäåì ïðîâîäèòü â ïðîñòðàí-

ñòâàõ Rn ñ îäíîé èç ñòàíäàðòíûõ ìåòðèê.
Ïóñòü αi 6= 0, i = 1, 2, . . . , n. Ââåäåì ôóíêöèè yi, i = 1, 2, . . . , n,

ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèÿìè xi, i = 1, 2, . . . , n, ôîðìóëàìè
xi = αiyi, i = 1, 2, . . . , n. (10.2)
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Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (10.1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñèñòåìå
dyi
dt

=
n∑

j=1
bij(t)yi(t) + gi(t, y1, . . . , yn), (10.3)

i = 1, 2, . . . , n, ãäå bij(t) = aij(t)
αi
αj, i, j = 1, 2, . . . , n, gi(t, y1(t), . . . , yn(t)) =

= 1
αi
fi(t, α1y1(t), . . . , αnyn(t)), i = 1, 2, . . . , n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(t) ìàòðèöó B(t) = {bij(t)}, i = 1, 2, . . . , n.
Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð êîíñòàíò αi,

i = 1, 2, . . . , n, ÷òî ïðè ëþáîì t (0 ≤ t < ∞) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà
ìàòðèöû B(t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Λ(B(t)) ≤ β(t) < β, β < 0.

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (10.3) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Y (t) = (y1(t), . . . , yn(t)),
G(t, Y (t)) = (g1(t, y1(t), . . . , yn(t)), . . . , gn(t, y1(t), . . . , yn(t)).
Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (10.3) â îïåðàòîðíîé ôîðìå èìååò âèä

dY (t)

dt
= B(t)Y (t) +G(t, Y (t)). (10.4)

Äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (10.4) ïðî-
âåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ‖Y (0)‖ = r0 6= 0 è ïóñòü ïðè t > T òðàåê-
òîðèÿ ñèñòåìû (10.4) ïîêèäàåò ñôåðó S(0, r1), ãäå r1 = 2r0. Ïðåäñòàâèì
óðàâíåíèå (10.4) â âèäå

dY (t)

dt
= B(T )Y (t) +G1(t, Y (t)), (10.5)

ãäå G1(t, Y (t)) = (B(t)−B(T ))Y (t) +G(t, Y (t)).
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.5) ïðè t ≥ T ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Y (t) = eB(T )(t−T )Y (T ) +
t∫

T

eB(T )(t−s)G1(s, Y (s))ds. (10.6)

Èç óñëîâèé, íàëàãàåìûõ íà ôóíêöèè fi(t, x1(t), . . . , xn(t)) è ai(t), i =
= 1, 2, . . . , n, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε (ε > 0) ñóùåñòâóåò òàêîé ðàäèóñ
r0 è ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆T, ÷òî

‖G1(t, Y (t))‖ ≤ ε

2
‖Y (t)‖ (10.7)

ïðè t ∈ [T, T + ∆T ].
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Ïåðåõîäÿ â (10.6) ê íîðìàì, èìååì:

‖Y (t)‖ ≤ eΛ(B(T ))(t−T )‖Y (T )‖+
t∫

T

eΛ(B(T ))(t−s)‖G1(s, Y (s))‖ds. (10.8)

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì (10.7), óñèëèì íåðàâåíñòâî (10.8):

‖Y (t)‖ ≤ eΛ(B(T ))(t−T )‖Y (T )‖+
ε

2

t∫

T

eΛ(B(T ))(t−s)‖Y (s)‖ds. (10.9)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ϕ(t) = ‖Y (t)‖e−Λ(B(T ))t.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (10.9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ϕ(t) ≤ ϕ(T ) +
ε

2

t∫

T

ϕ(s)ds. (10.10)

Ïðèìåíÿÿ ê (10.10) íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà è âîçâðàùà-
ÿñü ê íîðìàì, èìååì:

‖Y (t)‖ ≤ e(Λ(B(T ))+ ε
2 )(t−T )‖Y (T )‖ ≤

≤ e−(β− ε
2 )(t−T )‖Y (T )‖.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (10.3),
à ñëåäîâàòåëüíî, è ñèñòåìû óðàâíåíèé (10.1) óñòîé÷èâî.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü äîêàçûâàåòñÿ äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì
ðàññóæäåíèé, íåîäíîêðàòíî ïðîâåäåííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ äàí-
íîé ãëàâû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 10.1 ìîãóò áûòü óñèëåíû.
Ââåäåì ôóíêöèè yi(t), i = 1, 2, . . . , n, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèÿìè xi(t),

i = 1, 2, . . . , n, ôîðìóëàìè

xi(t) = αi(t)yi(t), i = 1, 2, . . . , n, (10.11)

ãäå αi(t)− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, íà êîòîðóþ íàëà-
ãàåòñÿ óñëîâèå |αi(t)| ≥ γ > 0, i = 1, 2, . . . , n.
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Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (10.1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

dyi
dt

=
n∑

j=1
bij(t)yi(t) + gi(t, y1, . . . , yn), i = 1, 2, . . . , n, (10.12)

ãäå bij(t) = aij(t)
αi(t)

αj(t), i 6= j, i = 1, 2, . . . , n, bii(t) = aii(t)− α′i(t)
αi(t)

, i =
= 1, 2, . . . , n,

gi(t, y1(t), . . . , yn(t)) =
1

αi(t)
fi(t, α1(t)y1(t), . . . , αn(t)yn(t)),

i = 1, 2, . . . , n.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(t) ìàòðèöó B(t) = bij(t), i = 1, 2, . . . , n.
Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìûõ ôóíêöèé αi(t), |αi(t)| ≥ γ > 0, ïðè t ∈ [0,∞), i = 1, 2, . . . , n,
÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè t(0 ≤ t <∞) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû
B(t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Λ(B(t)) ≤ β(t) < −β, β < 0.
Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (10.1) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû è ïî-
ýòîìó îïóñêàåòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àå çàìåíû
âåêòîðà íåèçâåñòíûõX(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) âåêòîðîì Y (t) = (y1(t), . . . ,
yn(t)) ïî ôîðìóëåX(t) = C(t)Y (t), ãäå C(t) = {cij(t)}, i, j = 1, 2, . . . , n,−
íåïðåðûâíî îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ t ∈ [0,∞) óñëîâèÿì:
0 < α ≤ ‖C(t)‖, ‖C−1(t)‖ ≤ β <∞.

11. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëîæåíû êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì
ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà, îñíîâàííûå íà èññëåäîâàíèè ñïåêòðîâ è ëîãàðèôìè÷å-
ñêèõ íîðì ñåìåéñòâ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííûõ ìàòðèö. Ïîëó÷å-
íû êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, âûðàæåííûå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñò-
íûõ ôóíêöèÿõ è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ.
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11.1. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

d2yk(t)

dt2
=

n∑

l=1
akl(t)yl(t) +

n∑

l=1
bkl(t)y

′
l(t), k = 1, 2, . . . , n, (11.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

yk(t0) = yk, y
′
k(t0) = y∗k, k = 1, 2, . . . , n. (11.2)

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(11.1).

Äëÿ ýòîãî ñâåäåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (11.1) ê ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç
2n-óðàâíåíèé ñ 2n-íåèçâåñòíûìè, âîñïîëüçîâàâøèñü ïîäñòàíîâêîé:

dyk(t)

dt
= ckyk(t) + dkxk(t), dk 6= 0, k = 1, 2, . . . , n. (11.3)

Çäåñü xk(t), k = 1, 2, . . . , n,− íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè; ck, dk, k =
= 1, 2, . . . , n,− êîýôôèöèåíòû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû íèæå.

Èç âûðàæåíèÿ (11.3) ñëåäóåò, ÷òî

d2yk(t)

dt2
= c2kyk(t) + ckdkxk(t) + dk

dxk(t)

dt
. (11.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (11.3) è (11.4) â (11.1) è ïðîäåëàâ ýëåìåíòàðíûå âûêëàäêè,
èìååì:

dyk(t)

dt
= ckyk(t) + dkxk(t), k = 1, 2, . . . , n;

dxk
dt

=
n∑

l=1
a∗kl(t)yl(t) +

n∑

l=1
b∗kl(t)xl(t), k = 1, 2, . . . , n. (11.5)

Çäåñü
a∗kl(t) = 1

dk
(akl(t) + bkl(t)cl) ïðè k 6= l,

a∗kk(t) = 1
dk

(akk(t) + bkk(t)ck)− c2k
dk

; b∗kl(t) = 1
dk
bkl(t)dl ïðè k 6= l,

b∗kk(t) = bkk(t)− ck.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Z = (z1, z2, . . . , z2n) = (y1, y2, . . . , yn, x1, x2, . . . , xn).
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Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé (11.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
dzk
dt

= ckzk(t) + dkzn+k(t), k = 1, 2, . . . , n; (11.6)

dzn+k

dt
=

n∑

l=1
a∗kl(t)zl(t) +

n∑

l=1
b∗kl(t)zn+l(t), k = 1, 2, . . . , n,

à íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ (11.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

zk(t0) = zk, k = 1, 2, . . . , 2n. (11.7)

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11.1).
Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò íàáîðû êîíñòàíò ck è dk, k =

= 1, 2, . . . , n, òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì ïðîèçâîëüíîì t (t0 ≤ t <∞) âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

ck < 0, |ck| > |dk| > 0, k = 1, 2, . . . , n; (11.8)

b∗kk(t) < −α, α > 0, k = 1, 2, . . . , n; (11.9)

|b∗kk(t)| >
n∑

l=1,l 6=k
|b∗kl(t)|+

n∑

l=1
|a∗kl(t)|, k = 1, 2, . . . , n. (11.10)

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (11.1) óñòîé÷èâî â
öåëîì.

Òåîðåìà 11.1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 11.2 è ïîýòîìó åå
äîêàçàòåëüñòâî îïóñêàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì, êàêèå óñëîâèÿ íàëàãàþò êðèòåðèè òåîðåìû 11.1 íà ôóíê-
öèè ak(t) è bk(t), k = 1, 2, . . . , n. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì óñëîâèå (11.10)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|bkk(t)− ck| −
n∑

l=1,l 6=k

1

|dk| |bkl(t)dl|−

−
n∑

l=1
| 1
dk
akl(t) + bkl(t)cl − δklc

2
k)| > 0, (11.11)

ãäå δkl− ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå êîíñòàíòû ck è

dk, ÷òî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà (11.8), (11.9) è (11.11).
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (11.8) è (11.11) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ

óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (11.1).

103



11.2. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà

d2yk(t)

dt2
= gk(t, y1(t), . . . , yn(t), y

′
1(t), . . . , y

′
n(t)), (11.12)

k = 1, 2, . . . , n, ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

yk(t0) = yk, y
′
k(t0) = y∗k, k = 1, 2, . . . , n. (11.13)

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ gk(t, 0, . . . , 0) = 0, k = 1, 2, . . . , n.
Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (11.12) ïðè ëþáûõ

íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ñóùåñòâóåò ïðè t0 ≤
≤ t <∞.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ñâåäåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (11.12) ê ñè-
ñòåìå, ñîñòîÿùåé èç 2n-óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ýòîãî ââåäåì íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè xk(t), k = 1, 2, . . . , n,
îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé:

dyk(t)

dt
= ckyk(t) + dkxk(t), dk 6= 0, k = 1, 2, . . . , n, (11.14)

â êîòîðîé êîíñòàíòû ck è dk, k = 1, 2, . . . , n îïðåäåëåíû íèæå.
Ïîäñòàâèâ (11.14) â (11.12), èìååì:

dyk(t)

dt
= ckyk(t) + dkxk(t);

dxk(t)

dt
= g∗k(t, y1(t), . . . , yn(t), x1(t), . . . , xn(t)), k = 1, 2, . . . , n, (11.15)

g∗k(t, y1(t), . . . , yn(t), x1(t), . . . , xn(t)) =
1

dk
gk(t, y1(t), . . . , yn(t), c1y1(t)+

+d1x1(t), . . . , cnyn(t) + dnxn(t))− c2k
dk
yk(t)− ckxk(t).

Ââåäåì âåêòîð Z(t) = (z1(t), . . . , z2n(t)), ãäå (z1(t), . . . , zn(t)) =
= (y1(t), . . . , yn(t)), (zn+1(t), . . . , z2n(t)) = (x1(t), . . . , xn(t)) è ïðåäñòàâèì
ñèñòåìó óðàâíåíèé (11.15) â âèäå

dZ(t)

dt
= G̃∗(t, Z(t)), (11.16)
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ãäå G̃∗(t, Z(t)) = (g̃∗1(t, Z(t)), . . . , g̃∗2n(t, Z(t))), g̃∗k(t, Z(t)) =
= ckzk(t) + dkzn+k(t), g̃

∗
n+k(t, Z(t)) = g∗k(t, Z(t)), k = 1, 2, . . . , n.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (11.13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

zk(t0) = zk, k = 1, 2, . . . , 2n. (11.17)

Èç óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (11.16)
ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (11.12).

Ââåäåì ìàòðèöó

F (t, z1(t), . . . , z2n(t)) = {fkl(t, z1(t), . . . , z2n(t))}, k, l = 1, 2, . . . , 2n,

ãäå ýëåìåíòû fkl(t, z1(t), . . . , z2n(t)) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

fkl(t, Z(t)) =





g̃∗k(t,z1(t),...,z2n(t))
mzl(t)

, zl(t) 6= 0,

skl(t), zl(t) = 0,

ãäå skl(t) = lim
zl(t)→0

g∗k(t,z1(t),...,z2n(t))
zl(t)

, åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò, èëè skl(t) = 0,

åñëè ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò. Çäåñü m− ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåíòîâ
â âåêòîðå Z(t).

Âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû F (t, z1(t), . . . , z2n(t)).
Íåêîòîðûå èç íèõ ìîæíî ââåñòè ïî àíàëîãèè ñ îïèñàííûìè â ðàçäåëàõ
2 − 8. Íàïðèìåð, ìàòðèöó F ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fkl(t, Z(t)) =





g̃∗k(t,0,...,0,zl(t),...,z2n(t))−g̃∗k(t,0,...,0,zl+1(t),...,z2n(t))
zl(t)

, zl(t) 6= 0,

0, zl(t) = 0.

k, l = 1, 2, . . . , 2n.
Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (11.12).
Òåîðåìà 11.2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû ck, dk, k = 1, 2, . . . , n, è

δ (0 < δ) òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t (t0 ≤ t <∞) ëîãàðèôìè÷å-
ñêàÿ íîðìà Λ(F (t, z1(t), . . . , z2n(t))) ìàòðèöû F (t, z1(t), . . . , z2n(t)) ìåíü-
øå íóëÿ ïðè ‖Z(t)‖ ≤ δ. Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
(11.16) óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 11.3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû ck, dk, k = 1, 2, . . . , n, è
δ (δ > 0) òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t (t0 ≤ t <∞)
σ(ReF (t, z1(t), . . . , z2n(t))) < 0 ïðè ‖Z(t)‖ ≤ δ. Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (11.16) óñòîé÷èâî.
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Òåîðåìà 11.4. Ïóñòü δ0 (δ0 > 0)− ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî è âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèè g̃∗k(t, z1(t), . . . , z2n(t)) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû ïî ïåðâîé
ïåðåìåííîé ïðè âñåõ t (t0 ≤ t ≤ ∞) â øàðå R(0, δ0) (ò. å. äëÿ ëþáîãî ε
ñóùåñòâóåò òàêîå ∆, ÷òî |g̃∗k(t1, v1, . . . , v2n) − g̃∗k(t2, v1, . . . , v2n)| ≤ ε, êàê
òîëüêî |t1 − t2| ≤ ∆ ïðè ëþáûõ (v1, . . . , v2n) ∈ R(0, δ0));

2) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t (t0 ≤ t ≤ ∞) ôóíêöèè
g̃∗k(t, v1, . . . , v2n) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííûì (v1, . . . , v2n) â
øàðå R(0, δ0);

3) íîðìà ìàòðèöû F (t, Z) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé ïðè
ëþáûõ t (t0 ≤ t ≤ ∞) è Z ∈ R(0, δ0);

4) ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû ck, dk, k = 1, 2, . . . , n, è δ∗ (0 < δ∗ ≤ δ0)
òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t (t0 ≤ t <∞) â øàðå R(0, δ∗) ëîãàðèô-
ìè÷åñêàÿ íîðìà Λ(F (t, Z(t))) < −α∗, α∗ > 0.

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (11.16) àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî.

Çàìå÷àíèå. Âìåñòî êîíñòàíò ck, dk, k = 1, 2, . . . , n, ìîæíî âçÿòü íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ck(t) è dk(t), k = 1, 2, . . . , n. Íåòðóä-
íî îïèñàòü èçìåíåíèÿ, êîòîðûå ïðè ýòîì âíîñÿòñÿ â ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (11.15) è (11.16). Òàê æå íåòðóäíî âíåñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èçìåíåíèÿ â ôîðìóëèðîâêè òåîðåì 11.2 � 11.4.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.2. Ïóñòü δ0 (δ0 > 0)− ïðîèçâîëüíîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (11.16), íà÷àâøàÿñÿ â øàðå R(0, δ0), íå ïîêèäàåò øàðà R(0, δ1), ãäå
δ1 = 2δ0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè T òðàåêòî-
ðèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (11.16) íàõîäèòñÿ íà ñôåðå S(0, δ1) è
ïðè t > T ïîêèäàåò ýòó ñôåðó, ïðîõîäÿ ÷åðåç òî÷êó
Z(T ) = (z1(T ), . . . , z2n(T )).

Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (11.16) â âèäå

dZ(t)

dt
= F (T, Z(T ))Z(t) +H(t, Z(t)), (11.18)

ãäå
H(t, Z(t)) = (h1(t, Z(t)), . . . , h2n(t, Z(t))),

H(t, Z(t)) = G̃∗(t, Z(t))− G̃∗(T, Z(T ))− F (T, Z(T ))(Z(t)− Z(T )).
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Óðàâíåíèå (11.18) ïðè t ≥ T ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

Z(t) = exp{F (T, Z(T ))(t− T )}Z(T )+

+
t∫

T

exp{F (T, Z(T ))(t− s)}H(s, Z(s))ds. (11.19)

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû F (t, Z(t)) îò-
ðèöàòåëüíà ïðè ëþáîì t (t0 ≤ t < ∞). Ïóñòü Λ(F (T, Z(T ))) = −α(T ),
α(T ) > 0.

Èç ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðàH(t, Z(t)) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè ∆T, òàêîé, ÷òî ïðè t ∈ [T, T + ∆T ] ‖H(t, Z(t))‖ ≤ β‖Z(t)‖,
ãäå β < α(T ).

Ïåðåõîäÿ â (11.19) ê íîðìàì, èìååì:

‖Z(t)‖ ≤ exp{Λ(F (T, Z(T )))(t− T )}‖Z(T )‖+

+
t∫

T

exp{Λ(F (T, Z(T )))(t− s)}‖H(s, Z(s))ds

è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖Z(t)‖ ≤ e−α(T )(t−T )‖Z(T )‖+
t∫

T

βe−α(T )(t−s)‖Z(s)‖ds.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà íà eα(T )t è ââåäåì ôóíê-
öèþ ϕ(t) = ‖Z(t)‖eα(T )t. Òîãäà

ϕ(t) ≤ ϕ(T ) +
t∫

T

βϕ(s)ds.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà è âîçâðàùàÿñü ê íîð-
ìàì, èìååì:

‖Z(t)‖ ≤ exp{(−α(T ) + β)(t− T )}‖Z(T )‖.
Òàê êàê −α(T ) + β < 0, òî ïðè t ∈ [T, T + ∆T ] ‖Z(t)‖ < ‖Z(T )‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå è òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (11.16) íå ïîêèäàåò øàðà R(0, δ1).

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (11.12) äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.3 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.4. Ïîâòîðÿÿ ïðîâåäåííûå ïðè äîêà-

çàòåëüñòâå òåîðåìû 11.2 ðàññóæäåíèÿ, äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè T0 = t0, T1, T2, . . . , Tn, . . . , òàêîé, ÷òî ïðè t, Tk ≤ t ≤ Tk+1,

‖Z(t)‖ ≤ e−α(t−Tk)/2‖Z(Tk)‖.
Èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè â ïîâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Tk, k =

= 0, 1, . . .
Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü: Tk →∞ ïðè k →∞. Â ýòîì ñëó÷àå ‖Z(t)‖ → 0

ïðè t→∞.

Âòîðàÿ âîçìîæíîñòü: Tk → T ∗ 6= ∞ ïðè k →∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ýòîì ‖Z(t)‖ 6→ 0 ïðè t→∞. Òàê êàê ñêàëÿð-
íàÿ ôóíêöèÿ ‖Z(t)‖ ìîíîòîííî óáûâàåò, òî ñóùåñòâóåò inf

t0≤t<∞
‖Z(t)‖ =

= γ 6= 0. Çàôèêñèðóåì ε, ε > 0, âåëè÷èíà êîòîðîãî îïðåäåëåíà íèæå.
Âåëè÷èíà ε ïîäáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-

ñòâî (γ + ε)e−α∆3/2 < γ. Çäåñü ∆3− êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ãëàäêîñòè
ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (11.16) è îïðåäåëåííàÿ íè-
æå. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè Tγ∗ ‖Z(Tγ∗)‖ = γ + ε = γ∗.

Âîçüìåì Tγ∗ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ è ïðåäñòàâèì ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (11.16) â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Z(t) = exp{Λ(F (Tγ∗, Z(Tγ∗)))(t− Tγ∗)}+

+
t∫

Tγ∗

exp{Λ(F (Tγ∗, Z(Tγ∗))(t− s))}H(s, Z(s))ds. (11.20)

Îöåíèì íîðìó ‖H(s, Z(s))‖ â øàðå R(0, δ1).
Î÷åâèäíî,

‖Hk(t, Z(t))‖ = ‖g̃∗k(t, Z(t))− g̃∗k(T, Z(T ))−

−
2n∑

l=1
fkl(T, Z(T ))(zl(t)− zl(T ))‖ ≤

≤ ‖g̃∗k(t, Z(t))− g̃∗k(T, Z(t))‖+ ‖g∗k(T, Z(t))− g∗k(T, Z(T ))‖+

+‖
2n∑

l=1
fkl(T, Z(T ))(zl(t)− zl(T ))‖ = r1 + r2 + r3.
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Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε1 (ε1 > 0) íàéäåòñÿ òà-
êîå ∆1, ÷òî ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ Z ∈ R(0, δ1), ‖g̃∗k(t, Z)− g̃∗k(T, Z)‖ ≤
≤ ε1 ïðè |t− T | ≤ ∆1. Äëÿ îöåíêè r2 çàìåòèì, ÷òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû
ôóíêöèÿ g̃∗k(T, z1, . . . z2n) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî ïåðåìåííûì
z1, . . . , z2n â øàðå R(0, δ1). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ g̃∗k(T, z1, . . . , z2n) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé â øàðå R(0, δ1), ò. å. äëÿ ëþáîãî ε2 ñó-
ùåñòâóåò òàêîå ∆2, ÷òî ïðè ‖Z1 − Z2‖ ≤ ∆2 |g̃∗(T, Z1)− g̃∗(T, Z2)| ≤ ε2
ïðè ëþáûõ Z1, Z2 ∈ R(0, δ1).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû ‖F (t, Z)‖ ≤ K = const ïðè âñåõ t, t0 ≤
≤ t <∞ è âñåõ Z(t) ∈ R(0, δ1), òî ‖F (T, Z(T ))(Z(t)−Z(T ))‖ ≤ K‖Z(t)−
−Z(T )‖.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε3 (ε3 > 0)
ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû ∆3 è ∆4, ÷òî ïðè ëþáûõ t è T, òàêèõ, ÷òî
|t− T | ≤ ∆3, è ëþáûõ Z1 è Z2, òàêèõ, ÷òî ‖Z1 − Z2‖ ≤ ∆4, ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖H(t, Z(t))‖ ≤ ε3 = (ε3/γ
∗)γ∗ = (ε3/γ

∗)‖Z(Tγ∗)‖.
Âûáåðåì òåïåðü ε3 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ε3/γ

∗ < α/2. Òîãäà èç ðà-
âåíñòâà (7.20) ñëåäóåò, ÷òî ïðè T∗ = Tγ∗ + ∆3 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖Z(T∗)‖ ≤ e−α∆3/2‖Z(Tγ∗)‖ ≤ e−α∆3/2γ∗ < γ.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî γ = 0. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.16) (à ñëåäîâàòåëüíî, è (7.12))
äîêàçàíà.

12. Óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

dx

dt
= A(t, x(t)) (12.1)

ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè
x(t0) = x0. (12.2)

Çäåñü x(t) = (x1(t), . . . , xl(t)), A(t, x(t)) = (a1(t, x(t)), . . . , al(t, x(t))),
âåêòîð-ôóíêöèÿ A(t, u)− ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T ïî ïåðåìåííîé t.

Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ A(t, u) óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ôóíêöèÿ A(t, u) íåïðåðûâíà ïî ïåðâîé ïåðåìåí-
íîé è äèôôåðåíöèðóåìà äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé.

109



Ïóñòü çàäà÷à Êîøè (12.1) − (12.2) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t).
Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè âîçìóùåíèÿõ íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ.

×åðåç A′2(t, u) è A′′2(t, u) áóäåì îáîçíà÷àòü ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîä-
íûå îïåðàòîðà A(t, u) ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.

Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü x(t) = ϕ(t), t0 ≤ t ≤ t0 + T− ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (12.1)�(12.2). Ïóñòü ôóíêöèÿ A(t, u) íåïðåðûâíà
ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé è èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà
ïî âòîðîé ïåðåìåííîé, îãðàíè÷åííûå â ñîâîêóïíîñòè êîíñòàíòîé M ïðè
t0 ≤ t ≤ t0 + T è â δ (δ > 0) îêðåñòíîñòè êðèâîé ϕ(t). Åñëè ïðè êàæäîì
çíà÷åíèè t, t0 ≤ t ≤ t0 + T, è â êàæäîé òî÷êå x(τ) t0 ≤ τ ≤ t0 + T
δ-îêðåñòíîñòè êðèâîé ϕ(t) Λ(A′(t, x(τ))) ≤ −α, α > 0, òî ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå x(t) çàäà÷è Êîøè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàäèì íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ (12.2) ïðèðàùåíèå
∆x0, òàêîå, ÷òî ‖∆x0‖ < δ è ‖∆x0‖M < α/4, ãäåM = sup

u∈Ω(x,δ)
‖A′′2(t, u(t))‖,

Ω(x, δ) − δ-îêðåñòíîñòü òðàåêòîðèè x(t). Ïîëîæèì y0 = x0 + ∆x0 è èñ-
ñëåäóåì òðàåêòîðèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

dy

dt
= A(t, y(t)); (12.3)

y(t0) = y0. (12.4)

Ïóñòü z = y − x.
Òîãäà

dz(t)

dt
= A(t, x(t) + z(t))− A(t, x(t)), (12.5)

z(t0) = ∆x0 = z0. (12.6)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t1, òàêîé, ÷òî ‖z(t1)‖M ≤
≤ α/4 è ‖z(t1)‖ < δ, è ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (12.5) â ñëåäóþùåì
âèäå:

dz(t)

dt
= A(t1, x(t1) + z(t))− A(t1, x(t1))+

+(A(t, x(t) + z(t))− A(t1, x(t1) + z(t)))+

+(A(t1, x(t1))− A(t, x(t))). (12.7)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ A(t, u) íåïðåðûâíà ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé
è èìååò ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé.
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Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé (12.7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îïåðàòîð-
íîãî óðàâíåíèÿ

dz(t)

dt
= A′2(t1, x(t1))z(t) + F (t, t1, x(t), x(t1), z(t)), (12.8)

ãäå A′2(t, u) îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âòîðîé ïåðåìåííîé, à îïåðàòîð

F (t, t1, x(t), x(t1), z(t)) = A(t1, x(t1) + z(t))−

−A(t1, x(t1))− A′2(t, x(t1))z(t)+

+(A(t, x(t) + z(t))− A(t1, x(t1) + z(t)))+

+(A(t1, x(t1)− A(t, x(t))).

Îöåíèì ‖F (t, t1, x(t), x(t1), z(t))‖.
Î÷åâèäíî,

‖A(t1, x(t1) + z(t))− A(t1, x(t1))− A′2(t, x(t1))z(t)‖ ≤

≤ ‖A′′2(t, x(t1) + θz(t))‖‖z(t)‖2 ≤M∆‖z(t)‖ ≤ (α/4)‖z(t)‖,
ãäå 0 < θ < 1.

Èç ñòðóêòóðû ñëàãàåìûõ

(A(t, x(t) + z(t))− A(t1, x(t1) + z(t))) + (A(t1, x(t1))− A(t, x(t)))

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t1, ÷òî ïðè t1 ≤
≤ t ≤ t2 = t1 + ∆t1

‖A(t, x(t) + z(t))− A(t1, x(t1) + z(t))+

+(A(t1, x(t1))− A(t, x(t)))‖ ≤ (α/4)‖z(t)‖.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t ∈ [t1, t1 + ∆t1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖F (t, t1, x(t), x(t1), z(t))‖ ≤ ε1‖z(t)‖. (12.9)
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Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (12.8) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

z(t) = exp{A′
2(t1, x(t1))(t− t1)}z(t1)+

+
t∫

t1

exp{A′
2(t1, x(t1))(t− s)}F(s, t1, x(s), x(t1), z(s))ds. (12.10)

Ïåðåõîäÿ â (12.10) ê íîðìàì, èìååì:

‖z(t)‖ ≤ exp{Λ(A′
2(t1, x(t1)))(t− t1)}‖z(t1)‖+

+
t∫

t1

exp{Λ(A′
2(t1, x(t1)))(t− s)}‖F(s, t1, x(s), x(t1), z(s))‖ds ≤

≤ exp{Λ(A′
2(t1, x(t1)))(t− t1)}‖z(t1)‖+

+
t∫

t1

exp{Λ(A′
2(t1, x(t1)))(t− s)}α

2
‖z(s)‖ds. (12.11)

Ââåäåì ôóíêöèþ

ϕ(t) = ‖z(s)‖exp{−Λ(A′
2(t1, x(t1)))t}.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (12.11) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ϕ(t) = ϕ(t1) +
α

2

t∫

t1

ϕ(s)ds.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà, èìååì:

ϕ(t) ≤ e
α
2 (t−t1)ϕ(t1).

Âîçâðàùàÿñü ê íîðìàì, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

‖z(t)‖ ≤ exp{(Λ(A′2(t1, x(t1))) +
α

2
)(t− t1)}‖z(t1)‖ ≤

≤ exp{−α(t− t1)/2}‖z(t1)‖. (12.12)

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ çàäà÷è Êîøè
(12.3) − (12.4) íå âûõîäèò ïðè t ∈ [t1, t2] èç δ-îêðåñòíîñòè òðàåêòîðèè
çàäà÷è Êîøè (12.1) − (12.2) è, áîëåå òîãî, ‖y(t)− x(t)‖ ≤ δ ïðè
t1 ≤ t ≤ t2.
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Èç ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè t1 ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè (12.1) − (12.2).

Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ ∆tk, k = 1, 2, . . . , òàêèõ, ÷òî
ïðè t ∈ [tk, tk+1], tk+1 = tk + ∆tk, k = 1, 2, . . . , ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖z(t)‖ ≤ e−α(t−tk)/2‖z(tk)‖.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T∗ ñóììó

T∗ = t1 +
∞∑

k=1
∆tk.

Î÷åâèäíî, ïðè t ∈ [t1, T
∗) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖z(t)‖ ≤ e−α(t−t1)/2‖z(t1)‖. (12.13)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè T∗ = ∞, òî lim
t→∞ ‖z(t)‖ = 0.

Ïóñòü òåïåðü T∗− êîíå÷íîå ÷èñëî. Òàê êàê z(t) = y(t) − x(t)− ðàç-
íîñòü ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè (12.3), (12.4) è (12.1), (12.2), òî ôóíêöèÿ z(t)
îïðåäåëåíà ïðè âñåõ t ∈ [t1,∞]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, ïåðåõîäÿ â (12.13)
ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì:

‖z(T∗)‖ ≤ e−α(T∗−t1)/2‖z(t1)‖.
Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (12.13) âûïîëíÿåòñÿ ïðè t = T∗.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T∗∗ ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé íåðàâåíñòâî (12.13)

íàðóøàåòñÿ, ò. å. ïðè t = T∗∗ îíî âûïîëíÿåòñÿ, à ïðè t > T∗∗− íàðóøà-
åòñÿ. Âçÿâ T∗∗ çà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è ïîâòîðèâ ïðèâåäåííûå
âûøå ðàññóæäåíèÿ óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè t > T∗∗ íåðàâåíñòâî (12.13) âû-
ïîëíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (12.13) ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
t, t ∈ [t1,∞]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èëè T∗ = ∞ è ôóíêöèÿ ‖z(t)‖, ìî-
íîòîííî óáûâàÿ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, èëè T∗ = const è ‖z(T ∗)‖ = 0, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò âîçâðàùåíèþ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé
òðàåêòîðèè.
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13. Ðîáàñòíàÿ óñòîé÷èâîñòü
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â

n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn :
dx

dt
= A(t)x(t), (13.1)

ãäå A(t) = {aij(t)}, i, j = 1, 2, . . . , n, x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ {aij(t)}, i, j = 1, 2, . . . , n, ìàò-

ðèöû A(t) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
aij(t), i, j = 1, 2, . . . , n, ñâîé èíòåðâàë):

αij(t) ≤ aij(t) ≤ βij(t), i, j = 1, 2, . . . , n. (13.2)

Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (13.1) îáëàäàåò ðîáàñòíîé óñòîé÷è-
âîñòüþ, åñëè îíà óñòîé÷èâà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ýëåìåíòîâ aij(t), i, j =
= 1, 2, . . . , n, îïðåäåëÿåìûõ íåðàâåíñòâàìè (13.2).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ P (z, u) = a0(u) + a1(u)z + · · ·+ an(u)z
n, an 6=

6= 0, êîýôôèöèåíòû ai(u), i = 0, 1, . . . , n, êîòîðîãî çàâèñÿò îò ïàðàìåò-
ðîâ u ∈ U, U ⊂ Rl, l ≤ n, íàçûâàåòñÿ ðîáàñòíî óñòîé÷èâûì, åñëè ïðè
âñåõ u ∈ U êîðíè ïîëèíîìîâ ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé.

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì ê íèì ïðåäúÿâëÿþòñÿ æåñò-
êèå òðåáîâàíèÿ. Îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ôóíêöèîíèðîâà-
íèÿ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì ïðè èçìåíåíèè èõ ïàðàìåòðîâ è ðåæèìîâ ðà-
áîòû. Ïîýòîìó ïðè ïðîåêòèðîâàíèè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì äîëæåí çàêëà-
äûâàòüñÿ âûñîêèé óðîâåíü èõ ðîáàñòíîñòè.

Â 1978 ã. îïóáëèêîâàíû ðåçóëüòàòû Â. Ë. Õàðèòîíîâà [104] ïî ðî-
áàñòíîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñ ýòîãî ìîìåíòà íà÷àëîñü àêòèâíîå èñ-
ñëåäîâàíèå ðîáàñòíîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûìè è ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè. Îáçîðû ðàáîò ïî ðîáàñòíîñòè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîäåðæàòñÿ â [45], [46], [49], [89].

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ôóíêöèîíèðîâàíèå
êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé

dx(t)

dt
= Ax(t) (13.3)
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
x(t0) = x0, (13.4)

ãäå x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), A = {aij}, i, j = 1, 2, . . . , n− ìàòðèöà ñ ïî-
ñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13.3) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ïîëèíîì

f(s) = sn + bn−1s
n−1 + · · ·+ b1s+ b0 (13.5)

ìàòðèöû A, ãäå bi(i = 0, 1, . . . , n−1)− äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, èìåë êîðíè
òîëüêî â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z.

Åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû A çàäàíû â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (äëÿ êàæ-
äîãî ýëåìåíòà aij ñâîé èíòåðâàë hij), òî íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü êîðíè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà (13.5) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

αi ≤ bi ≤ βi, i = 0, 1, . . . , n− 1. (13.6)

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöû A = {aij}, i, j = 1, 2, . . . , n, ýëåìåíòû aij êî-
òîðûõ ëåæàò â èíòåðâàëàõ [aij − h1

ij, aij + h2
ij], i, j = 1, 2, . . . , n, ãäå hlij,

l = 1, 2, i, j = 1, 2, . . . , n, íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, íàçûâàþòñÿ èíòåð-
âàëüíûìè ìàòðèöàìè.

Ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò ïî óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âèäà (13.3) ñ èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè ïîëó÷åí
Â. Ë. Õàðèòîíîâûì [104], [105].

Ïðèâåäåì åãî â ôîðìóëèðîâêå ðàáîòû [45].
Òåîðåìà 13.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû Γn ⊂ Gn, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

÷òîáû Γn1 ⊂ Gn.
Çäåñü Gn− ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ âèäà (13.5), âñå êîðíè êîòîðûõ ëå-

æàò â ëåâîé ïîëîâèíå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè; Γn− ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ
(13.5) ñ êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè íåðàâåíñòâàìè (13.6), Γn1−
ìíîæåñòâî òåõ ïîëèíîìîâ èç Γn, ó êîòîðûõ êàæäûé êîýôôèöèåíò bi, ðà-
âåí ëèáî αi, ëèáî βi (ò.å. Γn1 ñîäåðæèò 2n ïîëèíîìîâ).

Ïðîâåðêà óñëîâèÿ Γn1 ⊂ Gn òðåáóåò çíà÷èòåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé
ðàáîòû.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò àêòóàëüíàÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ,
òðåáóþùèõ ìåíüøåé âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû. Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò áûëî
ïîñâÿùåíî ýòîé ïðîáëåìå.
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Ê ÷èñëó ïåðâûõ ðàáîò, âûïîëíåííûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè, îòíîñèòñÿ
ðàáîòà [121].

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (13.3), â êîòîðîé ýëåìåíòû αi,j ìàò-
ðèöû A óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì pij ≤ αij ≤ qij, i, j = 1, 2, . . . , n.

Òåîðåìà 13.2 [121]. Èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A óñòîé÷èâà, åñëè

qii +
n∑

i=1,j 6=i
max{|pij|, |qij|} < 0, i ∈ {1, n}.

Òåîðåìà 13.3 [121]. Èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A óñòîé÷èâà, åñëè

qii +
n∑

i=1,j 6=i
max{|pji|, |qji|} < 0, i ∈ {1, n}.

Òåîðåìà 13.4 [121]. Èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A óñòîé÷èâà, åñëè ñóùå-
ñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà r1 = 1, r2, . . . , rn, òàêèå, ÷òî

qii +
n∑

i=1,j 6=i

ri
rj

max{|pij|, |qij|} < 0, i ∈ {1, n}.

Òåîðåìà 13.5 [121]. Èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A óñòîé÷èâà, åñëè ñóùå-
ñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà r1 = 1, r2, . . . , rn, òàêèå, ÷òî

qii +
n∑

i=1,j 6=i

ri
rj

max{|pji|, |qji|} < 0, i ∈ {1, n}.

Â ðàáîòå [121] äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òåîðåì áàçèðóåòñÿ íà òåîðåìå
Ãåðøãîðèíà. Îòìåòèì, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà îñ-
íîâàíèè ñâîéñòâ ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû.

Ïóñòü A = {aij}, i, j = 1, 2, ..., n, −n × n ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè
ýëåìåíòàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aαβ ìíîæåñòâ n×n ìàòðèö, ýëåìåíòû êîòîðûõ óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

−∞ < αij ≤ aij ≤ βij <∞, i, j = 1, 2, . . . , n. (13.7)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ(Aαβ) ëîãàðèôìè÷åñêóþ íîðìó ñåìåéñòâà ìàòðèö
Aαβ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Λ(Aαβ) = sup
αij≤aij≤βij

Λ({aij}, i, j,= 1, 2, . . . , n).
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Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íîðìà ìàòðèöû A çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

‖A‖ = max
i

n∑

j=1
|aij|,

Λ(Aαβ) = max
i


βii +

n∑

j=1j 6=i
max(|αij|, |βij|)


 .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàññóæäåíèÿìè, ïðèâåäåííûìè â ðàçäåëàõ 1 − 4,
ëåãêî óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 13.6. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (13.3) ñ èí-
òåðâàëüíîé ìàòðèöåé A = {aij}, i, j = 1, 2, ..., n, ýëåìåíòû êîòîðîé óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (13.7), óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî)
åñëè Λ(Aαβ) < 0 (Λ(Aαβ) < −γ, γ > 0).

Âàæíûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö ïîëó÷åí â ðà-
áîòå [14]. Ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû.

Ïðè ôîðìóëèðîâêå ýòîãî ðåçóëüòàòà íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ.

Ïóñòü En− âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì (,); Mn− ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö
ðàçìåðà n × n. Åñëè A = [aij], B = [bij]− ìàòðèöû èç Mn, òî ÷åðåç
AT îáîçíà÷àåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà, ÷åðåç AB îáîçíà÷àåòñÿ
îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è B, à ÷åðåç < A,B > − ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ìàòðèö, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

< A,B >=
n∑

i,j=1
aijbij.

Íîðìà â En, ïîðîæäåííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( , ), îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç | |, à íîðìà â Mn, ïîðîæäåííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
< , >, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ‖ ‖.

Ìàòðèöà A ∈ Mn íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè åå ñïåêòð σ(A) ëå-
æèò â ïîëóïëîñêîñòè Re λ < 0 êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z. Äîïîëíåíèå
ê ìíîæåñòâó S ⊂ Mn óñòîé÷èâûõ ìàòðèö îáðàçóåò ìíîæåñòâî S̃ ⊂ Mn

íåóñòîé÷èâûõ ìàòðèö.
Ìàêñèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî µ = µ(A), äëÿ êîòîðîãî ñïåêòð

σ(A) óñòîé÷èâîé ìàòðèöû A ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòè Re λ ≤ −µ(A) íà-
çûâàåòñÿ çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè ìàòðèöû A.

Ïóñòü A− óñòîé÷èâàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ñ çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè
µ, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé λ1, . . . , λp, a1±ib1, . . . , aq±ibq ðàçëè÷íû.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, . . . , xp, y1 ± iz1, . . . , yq ± izq ñîáñòâåííûå âåêòîðû,
îòâå÷àþùèå ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Ïîëîæèì ek = xk(1 ≤ k ≤
≤ p), ep+k = yk(1 ≤ k ≤ q), ep+q+k = zk(1 ≤ k ≤ q) è îáîçíà÷èì ÷åðåç B
ìàòðèöó Ãðàìà, ïîñòðîåííóþ ïî âåêòîðàì ei(i = 1, . . . , n) :

B =




(e1, e1) · · · (e1, en)
· · ·

(en, e1) · · · (en, en)


 .

Ïóñòü 0 ≤ µ1 ≤ . . . ≤ µn− ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû B. Ïîëî-
æèì

κ =
µn
µ1
.

Âåëè÷èíà κ íàçûâàåòñÿ ìåðîé îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû B.

Ïîëîæèì,
dist(A, Ã) = inf

A′∈S̃
‖A− A′‖.

Òåîðåìà 13.7 [14]. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

dist(A, Ã) ≥ µ(A)
2
√
κ

1 + κ
.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (13.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(t0) = x0. (13.8)

Çäåñü x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), A(t) = {aij(t)}, i, j = 1, 2, . . . , n, −n×n
ìàòðèöà ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè aij(t).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè aij(t) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (13.2).
Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

(13.1) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (13.2).
Òåîðåìà 13.8. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè αij(t), βij(t), i, j = 1, 2, . . . , n, t ∈ [t0,∞), îãðàíè÷åíû;
2) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Λ(Aαβ(t)) < 0 ïðè t ∈ [t0,∞).
Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (13.1) ñ èíòåðâàëüíîé

ìàòðèöåé Aαβ óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ïîâòîðåíèåì ðàññóæäåíèé, ïðè-

âåäåííûõ â ðàçäåëàõ 1 − 4.
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Òåîðåìà 13.9. Ïóñòü ôóíêöèè aij(t) (αij(t) ≤ aij(t) ≤ βij(t)), i, j =
= 1, 2, . . . , n, íåïðåðûâíû. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (13.1), (13.8) óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖x(t)‖ ≤ ‖x(t0)‖ exp{
t∫

0

Λ(Aα,β(τ))dτ}.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 9.1 è ïîýòî-
ìó îïóñêàåòñÿ.

14. Ñâåðõóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Â ðàáîòå [89] äàíî îïðåäåëåíèå ñâåðõóñòîé÷èâîñòè äëÿ íåïðåðûâíûõ
ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå 14.1 [89]. Ìàòðèöà A = {aij}, ãäå aij, i, j = 1, 2, . . . ,
n,− âåùåñòâåííûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ ñâåðõóñòîé÷èâîé, åñëè ó íåå íà äèà-
ãîíàëè ñòîÿò îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è îíè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðå-
âîñõîäÿò ñóììû ìîäóëåé íåäèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ ïî ñòðîêå:

σ(A) = σ = min
i


−aii −

∑

j 6=i
|aij|


 > 0.

Çàìå÷àíèå. Âåëè÷èíà σ(A) ñîâïàäàåò ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìîé â
ïðîñòðàíñòâå Rn ñ íîðìîé ‖x‖ = max

1≤k≤n
|xk|.

Îïðåäåëåíèå 14.2 [89]. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà-
çûâàåòñÿ ñâåðõóñòîé÷èâîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ
ñâåðõóñòîé÷èâîé.

Òàê êàê â ðÿäå ñëó÷àåâ íåâûðîæäåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìîæíî
óñòîé÷èâóþ ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàòü â ñâåðõóñòîé÷èâóþ, ðàñøèðèì îïðå-
äåëåíèå ñâåðõóñòîé÷èâîñòè, âêëþ÷àÿ ñþäà ïîíÿòèå ñâåðõóñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 14.3. Cèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dx
dt = A(t, x(t)) íàçûâàåòñÿ ñâåðõóñòîé÷èâîé, åñëè ñ ïîìîùüþ íåâûðîæ-
äåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T, x = Ty çàäà÷à Êîøè

dx

dt
= A(t, x(t));

x(t0) = x0
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ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â çàäà÷ó Êîøè
dy

dt
= T−1A(t, Ty(t));

y(t0) = T−1x0,

òðàåêòîðèÿ êîòîðîé y(t) íå ïîêèäàåò ñôåðó S(0, δ0), δ0 = ‖y(t0)‖.
Îïðåäåëåíèå 14.4. Cèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx
dt = A(t, x(t)) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñâåðõóñòîé÷èâîé, åñëè ñ ïîìî-
ùüþ íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T îíà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà
â ñâåðõóñòîé÷èâóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dy

dt
= T−1A(t, Ty(t)),

äëÿ êîòîðîé ‖y(t)‖ → 0 ïðè t→∞ ïðè âñåõ òðàåêòîðèÿõ ñ íà÷àëüíûìè
çíà÷åíèÿìè y(t0) èç R(0, δ0), δ0 > 0.

Îïðåäåëåíèå 14.5. Cèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dx
dt = A(t, x(t)) íàçûâàåòñÿ ñâåðõóñòîé÷èâîé â öåëîì, åñëè îíà àñèìïòî-
òè÷åñêè ñâåðõóñòîé÷èâà ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Â ðàáîòå [89] òàêæå äàíî îïðåäåëåíèå ñâåðõóñòîé÷èâîñòè äèñêðåòíûõ
ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå 14.6 [89]. Ìàòðèöà A = {aij}, i, j = 1, 2, . . . , n, ñ âåùå-
ñòâåííûìè ýëåìåíòàìè íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíî ñâåðõóñòîé÷èâîé, åñëè

q = ‖A‖ = max
1≤i≤n




n∑

j=1
|aij|


 < 1, (14.1)

à âåëè÷èíà 1− q íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ äèñêðåòíîé ñâåðõóñòîé÷èâîñòè A.
Îïðåäåëåíèå 14.7 [89]. Äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà

x(k) = Ax(k − 1) + f(k − 1) (14.2)

ñ ìàòðèöåé A, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (14.1), íàçûâàåòñÿ ñâåðõóñòîé-
÷èâîé.

Êàê è â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ñèñòåì, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ
ñâåðõóñòîé÷èâîñòè äèñêðåòíûõ ñèñòåì, îáîáùàþùåå ïðèâåäåííîå âûøå
ïîíÿòèå, à òàêæå ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîé ñâåðõóñòîé÷èâîñòè è
ñâåðõóñòîé÷èâîñòè â öåëîì äèñêðåòíûõ ñèñòåì.

Â ðàáîòå [89] ïðèâåäåíû èíòåðåñíûå êðèòåðèè ñâåðõóñòîé÷èâîñòè â
ñìûñëå îïðåäåëåíèé 14.1 è 14.6 íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ìàòðèö.
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Òåîðåìà 14.1 [89]. Åñëè n×n ìàòðèöà A íåïðåðûâíîé ñèñòåìû ñâåð-
õóñòîé÷èâà, òî åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëåæàò â ñåêòîðå

Sn = {λ ∈ C : |argλ− π| < (1− n−1)π/2}.
Îáðàòíî, êàæäàÿ òî÷êà â ýòîì ñåêòîðå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
íåêîòîðîé ñâåðõóñòîé÷èâîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 14.2 [89]. Ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèñêðåòíî
ñâåðõóñòîé÷èâûõ n × n ìàòðèö A ñîäåðæèò âñå âíóòðåííèå òî÷êè ïðà-
âèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ 2k, k = 1, 2, . . . , n, ñòîðîíàìè, âïèñàííûìè
â åäèíè÷íûé êðóã, îäíà èç âåðøèí êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â òî÷êå +1.

Ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
A áëèçêà ê ïðîáëåìå ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö, ïî-
ñòàâëåííîé À. Í. Êîëìîãîðîâûì â 1938 ã. è ðåøåííîé â [60].

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé ñâåðõóñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò, ÷òî
áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàçäåëàõ 3�14 äàííîé ãëàâû,
ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü êàê êðèòåðèè ñâåðõóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ðåçóëüòàòû ñëåäóþ-
ùåé ãëàâû êàê êðèòåðèè ñâåðõóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ, à ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîé ãëàâû − êàê ìåòîäû ñâåðõ-
ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

15. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè
ïîñòîÿííûõ âîçìóùåíèÿõ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

dx(t)

dt
= Ax(t), (15.1)

ãäå A = aij, i, j = 1, 2, . . . , n− ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà.
Ïóñòü x∗ = 0− òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (15.1). Èñ-

ñëåäóåì åãî óñòîé÷èâîñòü.
Ïóñòü ñèñòåìà (15.1) èñïûòûâàåò ïîñòîÿííûå âîçìóùåíèÿ u0(t) ñ íîð-

ìîé, íå ïðåâûøàþùåé δ0 : sup
t∈[0,∞)

‖u0(t)‖ ≤ δ0.
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Ïðè ýòèõ âîçìóùåíèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé (15.1) ïðèíèìàåò âèä
dx(t)

dt
= Ax(t) + u0(t). (15.2)

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (15.2). Äà-
äèì íà÷àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ âîçìóùåíèå x(0) 6= 0.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15.2) ïðåäñòàâèìî â âèäå

x(t) = eAtx(0) +
t∫

0

eA(t−τ)u0(τ)dτ. (15.3)

Ïåðåõîäÿ â (15.3) ê íîðìàì, èìååì:

‖x(t)‖ ≤ eΛ(A)t‖x(0)‖+
t∫

0

eΛ(A)(t−τ)‖u0(τ)‖dτ, (15.4)

ãäå Λ(A)− ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà (15.4) ìàòðèöû A.

Ïóñòü ε(ε > 0)− ïðîèçâîëüíîå êàê óãîäíî ìàëîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Óñèëèì íåðàâåíñòâî (15.4):

‖x(t)‖ ≤ eΛ(A)t‖x(0)‖+
t∫

0

eΛ(A)(t−τ)(‖u0(τ)‖+ ε‖x(τ)‖)dτ. (15.5)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (15.5) íà e−Λ(A)t è ââåäåì âñïîìîãà-
òåëüíóþ ôóíêöèþ ϕ(t) = e−Λ(A)t‖x(t)‖.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (15.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ϕ(t) < ‖x(0)‖+
t∫

0

(e−Λ(A)τ‖u0(t)‖+ εϕ(τ))dτ. (15.6)

Çäåñü íóæíî ðàññìàòðèâàòü â îòäåëüíîñòè äâà ñëó÷àÿ: 1) Λ(A) ≤ 0,
2) Λ(A) > 0.

Ðàññìîòðåíèå íà÷íåì ñ ïåðâîãî ñëó÷àÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî äëÿ äàëü-
íåéøåãî íàèáîëüøèé èíòåðåñ. Â ýòîì ñëó÷àå

ϕ(t) < ‖x(0)‖+
t∫

0

(
e−Λ(A)tδ0 + εϕ(τ)

)
dτ. (15.7)

Ïðèìåíÿÿ ê (15.7) ëåììó 1.2 èç ïåðâîãî ðàçäåëà ãëàâû 1, èìååì:

ϕ(t) <
e−Λ(A)tδ0

ε
(eεt − 1) + ‖x(0)‖eεt
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖x(t)‖ < δ0
ε

(eεt − 1) + e(Λ(A)+ε)t‖x(0)‖ =

=
δ0
ε


εt

1!
+

(εt)2

2!
+ · · ·+ (εt)n

n!
+ · · ·


 +

+e(Λ(A)+ε)‖x(0)‖ =

= δ0


 t

1!
+
εt2

2!
+ · · ·+ εn−1tn

n!
+ · · ·


 + e(Λ(A)+ε)t‖x(0)‖.

Òàê êàê ε ïðîèçâîëüíîå, êàê óãîäíî ìàëîå ÷èñëî, òî ïåðåõîäÿ â ïðåäû-
äóùåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ε ↓ 0, èìååì:

‖x(t)‖ ≤ δ0t+ eΛ(A)t‖x(0)‖. (15.8)

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âòîðîãî ñëó÷àÿ, êîãäà Λ(A) ≥ 0. Â ýòîì
ñëó÷àå

ϕ(t) < ‖x(0‖+
t∫

0

(δ0 + εϕ(τ))dτ. (15.9)

Ïðèìåíÿÿ ê (15.9) ëåììó 15.1, èìååì:

ϕ(t) <
δ0
ε

(eεt − 1) + ‖x(0)‖eεt

è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖x(t)‖ < δ0e
Λ(A)t

ε
(eεt − 1) + ‖x(0)‖e(Λ(A)+ε)t =

= eΛ(A)tδ0


 t

1!
+
εt2

2!
+ · · ·+ εn−1tn

n!
+ · · ·


 +

+‖x(0)‖e(Λ(A)+ε)t. (15.10)

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (15.10) ê ïðåäåëó ïðè ε ↓ 0, èìååì:

‖x(t)‖ ≤ δ0te
Λ(A)t + eΛ(A)t‖x(0)‖. (15.11)

Èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
(15.2) ïðè t ≥ 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì:

‖x(t)‖ ≤ δ0t+ eΛ(A)t‖x(0)‖ (15.12)
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ïðè Λ(A) < 0 è
|x(t)‖ ≤ δ0te

Λ(A)t + eΛ(A)t‖x(0)‖ (15.13)

ïðè Λ(A) ≥ 0.
Èññëåäóåì ôóíêöèþ ψ(t) = δ0t + eΛ(A)t‖x(0)‖ ïðè t ≥ 0. Î÷åâèäíî

ψ
′
(t) = δ0 + Λ(A)eΛ(A)t‖x(0)‖ è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ψ(t) ïðè

δ0 + Λ(A)‖x(0)‖ < 0 (15.14)

óáûâàåò â èíòåðâàëå [0, T∗), ãäå T∗− êîðåíü óðàâíåíèÿ

δ0 + Λ(A)eΛ(A)t‖x(0)‖ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (15.14) òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (15.2) íå âûõîäèò èç øàðà R(0, ‖x(0)‖) â ïðîìåæóòêå
âðåìåíè [0, T∗].

Òàê êàê δ0T∗ + eΛ(A)T∗‖x(0)‖ ≤ ‖x0‖, òî âçÿâ x(T∗) çà íîâîå íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå è ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ïðè t ∈ [0, 2T∗] òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2) íå âûõîäèò èç øàðà
R(0, ‖x(0)‖).

Ïîâòîðÿÿ ïî èíäóêöèè ýòè ðàññóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 15.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ‖x(0)‖ 6= 0;
2) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû A Λ(A) ≤ −α < 0;
3) âûïîëíåíî óñëîâèå δ0 − α‖x(0)‖ < 0,
4) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî δ0T∗ + eΛ(A)T∗‖x(0)‖ ≤ ‖x(0)‖, ãäå T∗- ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ δ0 + Λ(A)eΛ(A)t‖x(0)‖ = 0.
Òîãäà òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (15.2) ïðè t ∈ [0,∞) íå ïîêè-

äàåò øàðà R(0, ‖x(0)‖).
Ïóñòü ïåðâîå óñëîâèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 15.1.
Òåîðåìà 15.2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû A Λ(A) ≤ −α < 0;
2) r0− íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî δ0 − αr0 < −ε, ãäå ε > 0− äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî;
3) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî δ0T∗+eΛ(A)T∗r0 ≤ r0, ãäå T∗- ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ δ0 + Λ(A)eΛ(A)tr0 = r0.
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Òîãäà òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (15.2) ïðè t ∈ [0,∞) íå ïîêè-
äàåò øàðà R(0, r0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (15.2) ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè x(0) = 0.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) òðàåêòîðèÿ íå ïîêèäàåò øàðà R(0, r0);
2) â ìîìåíò âðåìåíè t = T ∗ òðàåêòîðèÿ ïîêèäàåò øàð R(0, r0), ïðîõîäÿ
÷åðåç òî÷êó x∗.

Â ïåðâîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (15.2) ïðè òðèâèàëüíîì
íà÷àëüíîì çíà÷åíèè íå ïîêèäàåò øàðà R(0, r0).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü òî÷êó x∗ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé è ïîâòî-
ðèòü ðàññóæäåíèÿ , ñäåëàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ã ë à â à 3

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈÉ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ïîäðîáíàÿ áèá-
ëèîãðàôèÿ êîòîðîé ïðèâåäåíà â ìîíîãðàôèÿõ [33], [98], [107]. Îñíîâíûì
àïïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ïîñòðîåíèå îáîáùåííûõ
ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà.

Âî âòîðîé ãëàâå áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ óñòîé÷è-
âîñòè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàí-
íûé íà èññëåäîâàíèè ñïåêòðîâ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííûõ ñå-
ìåéñòâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Â äàííîé ãëàâå ýòîò ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà èññëåäîâàíèå óñòîé÷è-
âîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìûå íèæå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ìîãóò áûòü
ðàñïðîñòðàíåíû è íà íåêîòîðûå äðóãèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Â ÷àñòíîñòè, èç ðåçóëüòàòîâ,
ïðèâåäåííûõ â äàííîé ãëàâå, è ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â ðàçäåëå 12
ïðåäûäóùåé ãëàâû, ñëåäóåò ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé
ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Íà ïðîòÿæåíèè ýòîé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ è
íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èìåþùèå ïðè ëþáûõ íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ èç ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ t ∈ [t0,∞). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ñèñòåì
ïðåäëàãàåòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ìåòîäà.

Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðà-
ìåòðàìè ïðèâåäåíî â ãëàâå 1.
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2. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Èçëîæèì ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà íà ïðèìåðå ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂u1(t, x1, x2)
∂t = a11(t)

∂2u1(t, x1, x2)
∂x2

1
+ a12(t)

∂2u1(t, x1, x2)
∂x2

2
+

+a13(t)
∂2u2(t, x1, x2)

∂x2
1

+ a14(t)
∂2u2(t, x1, x2)

∂x2
2

+

+a15(t)u1(t, x1, x2) + a16(t)u2(t, x1, x2),
∂u2(t, x1, x2)

∂t = a21(t)
∂2u1(t, x1, x2)

∂x2
1

+ a22(t)
∂2u1(t, x1, x2)

∂x2
2

+

+a23(t)
∂2u2(t, x1, x2)

∂x2
1

+ a24(t)
∂2u2(t, x1, x2)

∂x2
2

+

+a25(t)u1(t, x1, x2) + a26(t)u2(t, x1, x2).

(2.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u(t, x) âåêòîð u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x)), x = (x1, x2).
Ââåäåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

u(t0, x) = u0(x) (2.2)

è áóäåì èññëåäîâàòü çàäà÷ó Êîøè (2.1) − (2.2).
Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ýòîãî ðàçäåëà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå u(t, x)

çàäà÷è Êîøè (2.1) − (2.2) è ïðoèçâîäíàÿ ∂u(t, x)/∂t ñóììèðóåìû ñ êâàä-
ðàòîì ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.1) − (2.2) áóäåì
ïðîâîäèòü â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X âåêòîð-ôóíêöèé g = (g1(x1, x2),
g2(x1, x2)) ñ íîðìîé

‖g‖ = max
i=1,2



∞∫

−∞

∞∫

−∞
|gi(x1, x2)|2dx1dx2




1/2

.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t íîðìà âåêòîð-ôóíêöèè u(t, x)
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

‖u(t, x)‖ = max
i=1,2



∞∫

−∞

∞∫

−∞
|ui(t, x1, x2)|2dx1dx2




1/2

.
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Ïóñòü −∞ < ωi <∞, i = 1, 2. Ââåäåì ìàòðèöó

A(T, ω1, ω2) =

=


 −a11(T )ω2

1 − a12(T )ω2
2 + a15(T ) −a13(T )ω2

1 − a14(T )ω2
2 + a16(T )

−a21(T )ω2
1 − a22(T )ω2

2 + a25(T ) −a23(T )ω2
1 − a24(T )ω2

2 + a26(T )


 .

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: 1) ôóíêöèè aij(t), i = 1, 2,
j = 1, . . . , 6, íåïðåðûâíû ïðè t ≥ t0 ; 2) ïðè ëþáûõ t ≥ t0, ωi(−∞ < ωi <

<∞), i = 1, 2, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû A(t, ω1, ω2) îòðèöàòåëü-
íà (ΛA(t, ω1, ω2) < 0). Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè óñòîé-
÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u0(x)− íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå (u0(x)− ñóì-
ìèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì â (−∞,∞)2 íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ) è ‖u0(x)‖ ≤ ε.

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.1) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

U(t, ω1, ω2) = Fu(t, x1, x2) =

=
1

2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞
u(t, x1, x2)exp{−i(ω1x1 + ω2x2)}dx1dx2,

u(t, x1, x2) = F−1U(t, ω1, ω2) =

=
1

2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞
U(t, ω1, ω2)exp{i(ω1x1 + ω2x2)}dω1dω2.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∂U1(t, ω)

∂t
= −a11(t)ω

2
1U1(t, ω)− a12(t)ω

2
2U1(t, ω)−

−a13(t)ω
2
1U2(t, ω)− a14(t)ω

2
2U2(t, ω)+

+a15(t)U1(t, ω) + a16(t)U2(t, ω),

∂U2(t, ω)

∂t
= −a21(t)ω

2
1U1(t, ω)− a22(t)ω

2
2U1(t, ω)−

−a23(t)ω
2
1U2(t, ω)− a24(t)ω

2
2U2(t, ω)+

+a25(t)U1(t, ω) + a26(t)U2(t, ω). (2.3)
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Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ ω1, ω2 è èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

U(t0, ω) = U0(ω), (2.4)

ãäå U0(ω)� ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà÷àëüíûõ óñëîâèé u0(x).
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3) â âåêòîð-

íîì ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå-îáðàçîâ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðè ïðî-
èçâîëüíî ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ω1, ω2((ω1, ω2) ∈ R2) ââåäåì íîðìó
‖U(t, ω1, ω2)‖1 = maxi |Ui(t, ω1, ω2)| è äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé âìåñòî
‖U(t, ω1, ω2)‖1 áóäåì ïèñàòü ‖U(t)‖1.

Ïóñòü Ω(ω1, ω2)− ãëàäêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèÿì:

∞∫

−∞

∞∫

−∞
|Ω(ω1, ω2)|dω1dω2 ≤ β <∞;

∞∫

−∞

∞∫

−∞
|Ω(ω1, ω2)|2dω1dω2 ≤ ε20 = 4ε2, ‖U0(ω)‖1 ≤ Ω(ω).

Âíà÷àëå äîêàæåì óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è Êîøè (2.3) − (2.4) ïðè ïðî-
èçâîëüíî ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ω1, ω2 ((ω1, ω2) ∈ R2). Ïóñòü ëîãà-
ðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû A(T, ω) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ω

íå ïðåâîñõîäèò −α, α > 0. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ïîêàæåì, ÷òî
ïðè ëþáîì (t0 ≤ T ≤ t <∞) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖U(t, ω)‖1 ≤
≤ ‖U(T, ω)‖1.

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (2.3) â âèäå

∂U1(t, ω)
∂t = −a11(T )ω2

1U1(t, ω)− a12(T )ω2
2U1(t, ω)−

−a13(T )ω2
1U2(t, ω)− a14(T )ω2

2U2(t, ω)+
+a15(T )U1(t, ω) + a16(T )U2(t, ω)−

−(a11(t)− a11(T ))ω2
1U1(t, ω)− . . .− (a14(t)− a14(T ))ω2

2U2(t, ω)+
+(a15(t)− a15(T ))U1(t, ω) + (a16(t)− a16(T ))U2(t, ω),
∂U2(t, ω)

∂t = −a21(T )ω2
1U1(t, ω)− a22(T )ω2

2U1(t, ω)−
−a23(T )ω2

1U2(t, ω)− a24(T )ω2
2U2(t, ω)+

+a25(T )U1(t, ω) + a26(T )U2(t, ω)−
−(a21(t)− a21(T ))ω2

1U1(t, ω)− . . .− (a24(t)− a24(T ))ω2
2U2(t, ω)+

+(a25(t)− a25(T ))U1(t, ω) + (a26(t)− a25(T ))U2(t, ω).

(2.5)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5) ïðè t ≥ T ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

U(t, ω) = eA(T,ω)(t−T )U(T, ω) +
t∫

T

eA(T,ω)(t−s)F (s, U)ds, (2.6)

ãäå
F (t, U(ω)) = (f1(t, U(ω)), f2(t, U(ω))),

fi(t, U(ω)) = −(ai1(t)−ai1(T ))ω2
1U1(t, ω)−. . .−(ai4(t)−ai4(T ))ω2

2U2(t, ω)+

+(ai5(t)− ai5(T ))U1(t, ω) + (ai6(t)− ai6(T ))U2(t, ω),

i = 1, 2.
Èç ñòðóêòóðû îïåðàòîðà F (t, U(ω)) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êàê óãîä-

íî ìàëîãî ε, ε > 0, íàéäåòñÿ òàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆T1(ω), ÷òî

‖F (t, U(ω))‖1 ≤ ε‖U(ω)‖1. (2.7)

Ïåðåõîäÿ â (2.6) ê íîðìàì è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà −
Áåëëìàíà, èìååì ïðè T ≤ t ≤ T + ∆T1(ω) :

‖U(t, ω)‖1 ≤ e(−α+ε)(t−T )‖U(T, ω)‖1 ≤ e−α(t−T )/2‖U(T, ω)‖1 ≤
≤ ‖U(T, ω)‖1. (2.8)

Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.8) íå çàâè-
ñèò îò ω.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

max
i=1,2

|Ui(t, ω)|2 ≤ max
i=1,2

|U0i(ω)|2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

|Ui(t, ω)|2 ≤ (|U01(ω)|2 + |U02(ω)|2) ≤ 2Ω2(ω).

Èíòåãðèðóÿ ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì:
∞∫

−∞

∞∫

−∞
|Ui(t, ω1, ω2)|2dω1dω2 ≤

2∑

i=1

∞∫

−∞

∞∫

−∞
|U0i(ω1, ω2)|2dω1, dω2 ≤

≤ 2ε20.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ïëàíøåðåëÿ ‖U(t, ω)‖2 = ‖u(t, x)‖2, óáåæ-
äàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà:

‖u(t, x)‖2 ≤ 2ε0.
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Óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) äîêàçà-
íà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: 1) ôóíêöèè aij(t), i = 1, 2,
j = 1, . . . , 6, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû ïðè t0 ≤ t ≤ ∞;
2) ïðè ëþáûõ t ≥ t0, ωi (−∞ < ωi < ∞), i = 1, 2, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ
íîðìà ìàòðèöû A(t, ω1, ω2) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Λ(A(t, ω1, ω2)) < −α, α > 0.

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1), (2.2) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè (2.1) − (2.2) äîêàçàíà â ïðåäûäóùåé òåîðåìå. Ïîâòîðÿÿ ïðîâåäåííûå
ïðè åå äîêàçàòåëüñòâå âûêëàäêè, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (2.8). Òàê êàê
ôóíêöèè aij, i = 1, 2, j = 1, . . . , 6, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû, äëÿ êàæäîãî
ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ (ω1, ω2) íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå ∆T (ω1, ω2),
÷òî ïðè ëþáûõ t0 ≤ T <∞ â ñåãìåíòå T ≤ t ≤ T + ∆T (ω1, ω2) ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

‖F (t, U(t, ω))‖1 ≤ α‖U(t, ω)‖1/4.

Òîãäà èç íåðàâåíñòâ (2.6)�(2.8) ïðè T ≤ t ≤ T + ∆T èìååì

‖U(t, ω)‖1 ≤ e−(3α/4)(t−T )‖U(T, ω)‖1.

Òàê êàê ∆T íå çàâèñèò îò t è T , òî ïðè T +k∆T ≤ t ≤ T +(k+1)∆T
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖U(t, ω)‖1 ≤ e−(3α/4)(t−(T+k∆T ))‖U(T +k∆T, ω)‖1 ≤ e−(3α/4)k∆T‖U(T, ω)‖1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè t→∞ ‖U(t, ω)‖1 → 0.
Èçâåñòíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [84].
Òåîðåìà Ëåáåãà. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå E çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èçìåðèìûõ ôóíêöèé f1(x), f2(x), . . . , fn(x), . . . , êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ïî ìå-
ðå ê ôóíêöèè F (x). Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ Φ(x),
÷òî ïðè âñåõ n è x

|fn(x)| ≤ Φ(x),

òî
lim
n→∞

∫

E

fn(x)dx =
∫

E

F (x)dx.
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Òàê êàê ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω ôóíêöèè |Ui(t, ω)|, i = 1, 2,
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ è îãðàíè÷åíû ñóììèðóåìîé ôóíêöèåé |Ui(T, ω)|, i =
= 1, 2, ïî òåîðåìå Ëåáåãà

lim
t→∞

∞∫

−∞

∞∫

−∞
|Ui(t, ω)|2dω1dω2 = 0.

Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè, ïðîâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1,
çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 2.2 äîïóñêàåò ñëåäóþùåå óñèëåíèå.
Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: 1) ôóíêöèè aij(t), i = 1, 2,

j = 1, 2, . . . , 6, íåïðåðûâíû ïðè t0 ≤ t < ∞, 2) ïðè ëþáûõ t ≥ t0, ωi
(−∞ < ωi < ∞), i = 1, 2, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû A(t, ω1, ω2)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Λ(A(t, ω1, ω2)) < 0 (Λ(A(t, ω1, ω2) < −α, α >
> 0). Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1) − (2.2) óñòîé÷èâî
(àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
(2.1) − (2.2) äîêàçàíà â òåîðåìå 2.1. Ïîâòîðÿÿ ïðîâåäåííûå ïðè åå äîêà-
çàòåëüñòâå âûêëàäêè, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (2.8). Ïîëàãàÿ T1 =
= T + ∆T1(ω) è ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäøèå ê íåðàâåíñòâó (2.8),
ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T, T1, T2, . . . , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû íåðà-
âåíñòâà ‖U(t, ω)‖1 ≤ e−α(t−Tk)/2‖U(Tk, ω)‖1, t ∈ [Tk, Tk+1], k = 1, 2, . . . .

Ïóñòü T ∗− íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì óêàçàííûå íåðàâåí-
ñòâà íàðóøàþòñÿ, ò. å. ïðè t > T ∗ ‖U(t, ω)‖1 > ‖U(T ∗, ω)‖1e

−α(t−T ∗)/2.
Âçÿâ T ∗ çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå è ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåä-
øèå ê íåðàâåíñòâó (2.8), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåðâàë âðåìåíè
[T ∗, T ∗+∆T ∗], â òå÷åíèå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖U(t, ω)‖1 ≤
≤ ‖U(T ∗, ω)‖1e

−α(t−T ∗)/2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ t (t > t0) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ‖U(t, ω)‖1 ≤ e−α(t−t0)/2‖U(t0, ω)‖1, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
lim
t→∞ ‖U(t, ω)‖1 = 0.

Ñëó÷àé, êîãäà ‖U(t, ω)‖1 = 0 ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè t, òðèâèàëåí.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåì 2.1 è 2.2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè aij(t), i = 1, 2, j = 1, . . . , 6, íåïðåðûâíû ïðè t ≥ t0;
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2) ïðè ëþáûõ t ≥ t0, ωi(−∞ < ωi <∞), i = 1, 2, èíòåãðàë
t∫

t0

ΛA(τ, ω1, ω2)dτ

íåïîëîæèòåëåí è

lim
t→∞

t∫

0

Λ(A(τ, ω1, ω2))dτ = −∞.

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1)− (2.2) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.3) − (2.4) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó

‖U(t, ω)‖1 ≤ exp{
t∫

t0

Λ(A(τ, ω1, ω2)dτ)}‖U0‖1.

Èç óñëîâèÿ 2) òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ ω1, ω2 (−∞ < wi <

< ∞, i = 1, 2) ‖U(t, ω)‖1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞. Ïîâòîðÿÿ
ðàññóæäåíèÿ, ñäåëàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, çà-
âåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè aij(t), i = 1, 2, j = 1, . . . , 6, íåïðåðûâíû ïðè t ≥ t0;
2) ïðè ëþáûõ t ≥ t0, ωi (−∞ < ωi < ∞), i = 1, 2, âûïîëíåíî
óñëîâèå Ëàïïî-Äàíèëåâñêîãî î ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ìàòðèöû A(t, ω1, ω2)
ñî ñâîèì èíòåãðàëîì, ò. å.

A(t, ω1, ω2)
t∫

t0

A(τ, ω1, ω2)dτ =
t∫

t0

A(τ, ω1, ω2)dτA(t, ω1, ω2);

3) ïðè ëþáûõ t ≥ t0, ω ∈ R2 ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Λ(
t∫
t0
A(τ, ω1, ω2)dτ)

îïåðàòîðà
t∫
t0
A(τ, ω1, ω2)dτ íåïîëîæèòåëüíà è

lim
t→∞Λ(

t∫

t0

A(τ, ω1, ω2)dτ) = −∞.

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1)�(2.2) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâàì
òåîðåì 2.1 è 2.2. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèÿ Ëàïïî-Äàíèëåâñêîãî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.3)�(2.4) èìååò âèä

U(t, ω) = exp{
t∫

t0

A(τ, ω1, ω2)dτ}U0.

Îòñþäà

‖U(t, ω)‖1 ≤ exp{Λ(
t∫

t0

A(τ, ω1, ω2)dτ}‖U0‖1.

Äàëüíåéøàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 2.1.

3. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé îñòàíîâèìñÿ íà ñèñòåìå óðàâíåíèé




∂u1(t, x1, x2)
∂t = a11(t)

∂2u1(t, x1, x2)
∂x2

1
+ a12(t)

∂2u1(t, x1, x2)
∂x2

2
+

+a13(t)
∂2u2(t, x1, x2)

∂x2
1

+ a14(t)
∂2u2(t, x1, x2)

∂x2
2

+

+a15(t)u1(t, x1, x2) + a16(t)u2(t, x1, x2) + g1(t, u),
∂u2(t, x1, x2)

∂t = a21(t)
∂2u1(t, x1, x2)

∂x2
1

+ a22(t)
∂2u1(t, x1, x2)

∂x2
2

+

+a23(t)
∂2u2(t, x1, x2)

∂x2
1

+ a24(t)
∂2u2(t, x1, x2)

∂x2
2

+

+a25(t)u1(t, x1, x2) + a26(t)u2(t, x1, x2) + g2(t, u)

(3.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(t0;x1, x2) = u0(x1, x2). (3.2)

Ââåäåì ìàòðèöó C(t, ω1, ω2) =

=




−a11(t)ω

2
1 − a12(t)ω

2
2 + a15(t) −a13(t)ω

2
1 − a14(t)ω

2
2 + a16(t)

−a21(t)ω
2
1 − a22(t)ω

2
2 + a25(t) −a23(t)ω

2
1 − a24(t)ω

2
2 + a26(t)



 ,

ãäå −∞ < ωi <∞, i = 1, 2.
Ïóñòü G(s, u) = (g1(s, u), g2(s, u)) è

‖G(t, u)‖ ≤ β‖u‖. (3.3)
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Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ (t, ω1, ω2), t ≥ t0,−∞ <

< ωi <∞, i = 1, 2, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû C(t, ω1, ω2) óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Λ(C(t, ω1, ω2)) < −α(ω1, ω2), α(ω1, ω2) > 0;

2) ôóíêöèè aij(t)(i = 1, 2, j = 1, . . . , 6) íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííîé t;
3) ôóíêöèè gi(t, u), i = 1, 2, íåïðåðûâíû ïî âñåì ïåðåìåííûì;
4) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (3.3) è β < α(ω1, ω2) ïðè âñåõ (ω1, ω2) ∈

∈ R2.

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1) óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîðìó ‖u(t, x)‖ ðàâåíñòâîì

‖u(t, x)‖ = max
i=1,2



∞∫

−∞

∞∫

−∞
|ui(t, x)|2dx1dx2




1/2

.

Ïóñòü u0(x)− íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå è ‖u0(x)‖ ≤ ε. Íà ïðîòÿæåíèè
ýòîãî ðàçäåëà ñ÷èòàåì u0(x) íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.1) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ
ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





∂U1(t, ω)
∂t = −a11(t)ω

2
1U1(t, ω)− a12(t)ω

2
2U1(t, ω)−

−a13(t)ω
2
1U2(t, ω)− a14(t)ω

2
2U2(t, ω)+

+a15(t)U1(t, ω) + a16(t)U2(t, ω)+
+F (g1(t, u)),

∂U2(t, ω)
∂t = −a21(t)ω

2
1U1(t, ω)− a22(t)ω

2
2U1(t, ω)−

−a23(t)ω
2
1U2(t, ω)− a24(t)ω

2
2U2(t, ω)+

+a25(t)U1(t, ω) + a26(t)U2(t, ω) + F (g2(t, u))

(3.4)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

U(t0;ω1, ω2) = U0(ω1, ω2). (3.5)

Çäåñü ω = (ω1, ω2).
Èññëåäóåì çàäà÷ó Êîøè (3.4)�(3.5). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáûõ t (t0 ≤

≤ t ≤ T <∞) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖U(t, ω)‖ ≤ ‖U(T, ω)‖.
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Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (3.4) â âèäå




∂U1(t, ω)
∂t = −a11(T )ω2

1U1(t, ω)− a12(T )ω2
2U1(t, ω)−

−a13(T )ω2
1U2(t, ω)− a14(T )ω2

2U2(t, ω)+
+a15(T )U1(t, ω) + a16(T )U2(t, ω)−

−(a11(t)− a11(T ))ω2
1U1(t, ω)− . . .− (a14(t)− a14(T ))ω2

2U2(t, ω)+
+(a15(t)− a15(T ))U1(t, ω) + (a16(t)− a16(T ))U2(t, ω)+

+F (g1(t, u));
∂U2(t, ω)

∂t = −a21(T )ω2
1U1(t, ω)− a22(T )ω2

2U1(t, ω)−
−a23(T )ω2

1U2(t, ω)− a24(T )ω2
2U2(t, ω)+

+a25(T )U1(t, ω) + a26(T )U2(t, ω)−
−(a21(t)− a21(T ))ω2

1U1(t, ω)− . . .− (a24(t)− a24(T ))ω2
2U2(t, ω)+

+(a25(t)− a25(T ))U1(t, ω)) + (a26(t)− a26(T ))U2(t, ω)+
+F (g2(t, u)).

(3.6)
Â îïåðàòîðíîé ôîðìå ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.6) èìååò âèä

∂U(t, ω1, ω2)

∂t
= C(T, ω1, ω2)U(t, ω1, ω2) + F (G(t, u)). (3.7)

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè (ω1, ω2) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
(3.4)�(3.5) ïðè t ≥ T ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

U(t, ω1, ω2) = eC(T,ω1,ω2)(t−t0)U(T, ω1, ω2)+

+
t∫

T

eC(T,ω1,ω2)(t−s)F (G(s, u))ds. (3.8)

Òàê êàê ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Λ(C(t, ω1, ω2))
îïåðàòîðà C(t, ω1, ω2) óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ (ω1, ω2) ∈ R2 íåðàâåíñòâó

Λ(C(t, ω1, ω2)) ≤ sup
t

Λ(C(t, ω1, ω2)) ≤ −α(ω1, ω2), α(ω1, ω2) > 0,

òî ïåðåõîäÿ â (3.8) ê íîðìàì, èìååì:

‖U(t, ω1, ω2)‖ ≤ ‖eC(T,ω1,ω2)(t−T0)U(T, ω1, ω2)‖+

+‖
t∫

T

eC(T,ω1,ω2)(t−s)F (G(t, u))ds‖. (3.9)
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Îöåíèì íîðìó êàæäîãî ñëàãàåìîãî â îòäåëüíîñòè. Î÷åâèäíî,

‖eC(T,ω1,ω2)(t−T )U(T, ω1, ω2)‖ ≤ e−α(ω1,ω2)(t−T )‖U(T, ω1, ω2)‖; (3.10)

‖
t∫

T

eC(T,ω1,ω2)(t−s)F (G(s, u))ds‖ ≤

≤
t∫

T

‖eC(T,ω1,ω2)(t−s)F (G(s, u))ds‖ ≤

≤
t∫

T

‖eC(T,ω1,ω2)(t−s)‖‖F (G(s, u))ds‖ ≤

≤
t∫

T

e−α(ω1,ω2)(t−s)‖G(s, u)‖ds ≤ β
t∫

T

e−α(ω1,ω2)(t−s)‖u‖ds ≤

≤ β
t∫

T

e−α(ω1,ω2)(t−s)‖U‖ds. (3.11)

Èç íåðàâåíñòâ (3.9)�(3.11) èìååì

‖U(t, ω)‖ ≤ e−α(ω1,ω2)(t−t0)‖U(T, ω)‖+

+β
t∫

T

e−α(ω1,ω2)(t−s)‖U(s, ω)‖ds. (3.12)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà, ïîëó÷àåì:

‖U(t, ω)‖ ≤ e−(α(ω1,ω2)−β)(t−T )‖U(T, ω)‖. (3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøàåòñÿ òàê æå, êàê â ëèíåéíîì ñëó÷àå
( ñì. òåîðåìó 2.1 ).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èññëåäóåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì óòâåðæäå-
íèé òåîðåì 2.2�2.4 íà íåëèíåéíûé ñëó÷àé.
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4. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ èññëåäîâàëàñü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåì
ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì, îïðåäåëåííûõ âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå Rn, n = 2, 3, . . . . Íàìíîãî áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
ïîñòðîåíèå êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ, òàê êàê èìåííî ê òàêèì óðàâíåíèÿì
ñâîäèòñÿ áîëüøèíñòâî ôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðå-
øåíèé ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïðåäåëåííûõ â îãðàíè÷åí-
íûõ îáëàñòÿõ.

Êàê è â ðàçäåëå 2, èçëîæèì ìåòîä íà ïðèìåðå ñèñòåìû óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî - ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ = ∂Ω ñèñòåìó
óðàâíåíèé

∂u1(t, x)

∂t
= a11(t, x)∆u1(t, x) + a12(t, x)∆u2(t, x)+

+a13(t, x)u1(t, x) + a14(t, x)u2(t, x);

∂u2(t, x)

∂t
= a21(t, x)∆u1(t, x) + a22(t, x)∆u2(t, x)+

+a23(t, x)u1(t, x) + a24(t, x)u2(t, x). (4.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u(t, x) âåêòîð u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x)), x = (x1, x2).
Ââåäåì íà÷àëüíîå

u(t0, x) = u0(x) (4.2)

è ãðàíè÷íîå
u(t,Γ) = u1(x)|x∈Γ (4.3)

óñëîâèÿ.
Ïóñòü u∗(t, x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1)�(4.3), îïðåäåëåííûì â

îáëàñòè Ω ïðè t ≥ t0.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u∗(t, x) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåð-

âîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííîé t è âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííûì x1, x2,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α, 0 < α ≤ 1.
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Äàäèì íà÷àëüíîìó óñëîâèþ âîçìóùåíèå è èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè

u(t0, x) = u0(x) + δ0(x) (4.4)

è ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè

u(t,Γ) = u1(x)|x∈Γ. (4.5)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) ïðè óñëîâèÿõ (4.4) è (4.5) îáîçíà÷èì ÷åðåç
u∗∗(t, x).

Ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ

y(t, x) = u∗∗(t, x)− u∗(x). (4.6)

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ u∗∗(t, x), âûðàæåííóþ ôîðìóëîé (4.6) â óðàâíå-
íèå (4.1), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

∂y1(t, x)

∂t
= a11(t, x)∆y1(t, x) + a12(t, x)∆y2(t, x)+

+a13(t, x)y1(t, x) + a14(t, x)y2(t, x),

∂y2(t, x)

∂t
= a21(t, x)∆y1(t, x) + a22(t, x)∆y2(t, x)+

+a24(t, x)y1(t, x) + a24(t, x)y2(t, x) (4.7)

ïðè íóëåâîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè è íà÷àëüíîì óñëîâèè

y(t0, x) = δ0(x). (4.8)

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) óðàâíåíèå (4.7) ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è íà÷àëüíîì óñëî-

âèè (4.8) ñ ôóíêöèåé δ0(x), èìåþùåé íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, èìååò ðåøåíèå y∗(t, x) ñ íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåð-
âîé ïåðåìåííîé è ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âòîðîé
ïåðåìåííîé, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α,
0 < α ≤ 1;

2) ïðè ëþáûõ t, (t0 ≤ t <∞) è x ∈ Ω

a11(t, x) ≥ 0; a12(t, x) ≥ 0;

a21(t, x) ≥ 0; a22(t, x) ≥ 0,
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è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû

 a13(t, x) a14(t, x)
a23(t, x) a24(t, x)




îòðèöàòåëüíà.
Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7) óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ðåøåíèå y∗(t, x) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè y∗(t0, x) = δ0(x),
‖δ0(x)‖ = δ0, â ìîìåíò âðåìåíè T ïîêèäàåò øàð R(0, δ), δ = 2δ0, ïðè÷åì
y∗(T, x∗) ∈ S(0, 2δ).

Äëÿ ïðîñòîòû äàëüíåéøèõ îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì Ω = [0, 1]2 è ââå-
äåì â Ω ñåòêó óçëîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà x∗ ïðèíàäëåæàëà ýòîé
ñåòêå. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì, ÷òî òî÷êà x∗ ïðèíàäëåæèò
óçëàì vkl, k, l = 1, 2, . . . , N − 1, ñåòêè vkl = (vk, vl). k, l = 0, 1, . . . , N, ãäå
vk = 0, 1, . . . , N. Âåëè÷èíà N, îïðåäåëÿþùàÿ øàã ñåòêè h = 1/N, áóäåò
ââåäåíà íèæå.

Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.7) íà ñåòêå vkl = v(vk, vl), k, l =
= 0, 1, . . . , N, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂y1(t, vk, vl)

∂t
= a11(t, vkl)∆kly1(t, x) + a12(t, vkl)∆kly2(t, x)+

+a13(t, vkl)y1(t, vkl) + a14(t, vkl)y2(t, vkl) + ω1(t, vkl),

∂y2(t, vk, vl)

∂t
= a21(t, vkl)∆kly1(t, x) + a22(t, vkl)∆kly2(t, x)+

+a23(t, vkl)y1(t, vkl) + a24(t, vkl)y2(t, vkl) + ω2(t, vkl), (4.9)

ãäå ∆kly(t, x)− ðàçíîñòíûé îïåðàòîð

∆kly(t, x) =
1

h2 [y(t, vk−1,l)+y(t, vk+1,l)+y(t, vk,l−1)+y(t, vk,l+1)−4y(t, vkl)],

h = 1/N, ωi(t, x)− ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.7)
ðàçíîñòíîé ñõåìîé â óçëàõ vkl, k, l = 1, 2, . . . , N − 1.

Âûøå íà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) ïðè óñëîâèÿõ (4.2) è (4.3) áûëî íà-
ëîæåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t è âòîðûå ïðîèçâîä-
íûå ïî x1 è x2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà Hα(M) c ïîêàçàòåëåì α
è êîíñòàíòîé M ïðè ëþáûõ t (t ∈ [t0, T ]) è x ∈ Ω, ãäå T− ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî.
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Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè íàøèõ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê äîñòà-
òî÷íî ñ÷èòàòü ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûìè ïðè t ∈ [t0, T ],
x ∈ Ω, ãäå T− ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ î÷åâèäíî

max
t∈[t0,T ],x∈Ω

|ωi(t, x)| ≤ Chα,

ãäå C− ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò T è x.
Ñèñòåìó (4.9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2(N − 1)2 ïîðÿäêà. Îáîçíà÷èì íîâûå ïåðå-
ìåííûå ÷åðåç zi(t), ïîëîæèâ zi(t) = y1(t, vkl), i = (k − 1)(N − 1) + l,

k = 1, 2, . . . , N − 1, l = 1, 2, . . . , N − 1; z(N−1)2+i(t) = y2(t, vkl), i =
= (k − 1)(N − 1) + l, k = 1, 2, . . . , N − 1, l = 1, 2, . . . , N − 1.

Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.9) ïðåäñòàâèìà â âèäå
dZ

dt
= B(t)Z(t) + F (t), (4.10)

ãäå Z(t) = (z1(t), . . . , z2(N−1)2(t)), F (t) = (ω1(t, v11), . . . , ω2(t, vN−1,N−1)),
B(t) = {bij(t, vij)}, i, j = 1, 2, . . . , 2(N − 1)2.

Ìàòðèöà B(t) ÿâëÿåòñÿ äåñÿòèäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, ýëåìåíòû êî-
òîðîé âíå ýòèõ äèàãîíàëåé ðàâíû íóëþ.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè çàïèøåì â ÿâíîì âèäå íåñêîëüêî óðàâíåíèé èç ñè-
ñòåìû (4.10). Î÷åâèäíî,

dz1(t)

dt
= a11(t, v11)

(z2(t) + zN(t)− 4z1(t))

h2 +

+a12(t, v11)
(z(N−1)2+2(t) + z(N−1)2+N(t)− 4z(N−1)2+1(t))

h2 +

+a13(t, v11)z1(t) + a14(t, v11)z(N−1)2+1(t);

dzi(t)

dt
= a1i(t, v11)

(zi−1(t) + zi+1(t) + zi+N−1 − 4zi(t))

h2 + a1i(t, v1i)×

×

(z(N−1)2+i−1(t) + z(N−1)2+i+1(t) + z(N−1)2+N−1+i(t)) + z(N−1)2−(N−1)+i(t)

h2 −

−4z(N−1)2+i(t))

h2


 + a13(t, v1i)zi(t) + a14(t, v1i)z(N−1)2+i(t),

i = 2, 3, . . . , N − 2.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàïèñûâàþòñÿ è îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû.
Ðàçëè÷èå ìåæäó óðàâíåíèÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà â
ðàçíîñòíîì âûðàæåíèè èñïîëüçóþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îäíî èëè äâà
èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàâíî íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (4.7) íà ñåòêå (vk, vl), k, l = 1, 2, . . . , N−1, ñâåëàñü ê èññëåäîâàíèþ
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.10), â êîòîðîé âåêòîð F (t)
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ïîãðåøíîñòè.

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.10) â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn, n = 2(N − 1)2, âåêòîðîâ Z(t) = (z1(t), . . . , zn(t)), ñ íîðìîé
‖z(t)‖ = max

1≤k≤n
|zk(t)|.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ëþáîì øàãå h = 1
N ñåòêè vkl, k, l = 0, 1, . . . , N,

ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû B(T ) ïðè t0 ≤ T <∞ îòðèöàòåëüíà è
ìåíüøå −α, ãäå α(α > 0)− ïîñòîÿííàÿ íåçàâèñÿùàÿ îò T.

Î÷åâèäíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû a11(t, x),
a12(t, x), a13(t, x), a14(t, x) áûëè áû íåîòðèöàòåëüíû ïðè âñåõ t ∈ [t0,∞)
è x ∈ Ω è âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

a13(t, vij) + |a14(t, vij)| ≤ −α;

a24(t, vij) + |a23(t, vij)| ≤ −α
ïðè âñåõ t ∈ [t0,∞) è vij ∈ Ω\Γ.

Ýòè óñëîâèÿ ñëåäóþò èç óñëîâèé òåîðåìû.
Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ìàòðèöà B(t) íå çàâèñèò îò t. Â ýòîì ñëó-

÷àå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.10) èìååò âèä

Z(t) = eB(t−t0)Z(t0) +
t∫

t0

eB(t−s)F (s)ds.

Ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, èìååì:

‖Z(t)‖ ≤ eΛ(B)(t−t0)‖Z(t0)‖+
t∫

t0

eΛ(B)(t−s)‖F (s)‖ds, (4.11)

ãäå Λ(B)− ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû B.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.11) íà exp{Λ(B)t} è ââåäåì ôóíê-
öèþ ϕ(t) = ‖Z(t)‖exp{−Λ(B)t}.
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Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

ϕ(t) ≤ ϕ(t0) +
t∫

t0

e−Λ(B)s‖F (s)‖ds. (4.12)

Óñèëèì ýòî íåðàâåíñòâî, çàìåíèâ åãî ñëåäóþùèì:

ϕ(t) ≤ ϕ(t0) +
t∫

t0

(e−Λ(B)s‖F (s)‖+ βϕ(s))ds, (4.13)

ãäå β− ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, âåëè÷èíà êîòîðîãî áóäåò îïðåäåëåíà
íèæå.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
t∫

t0

e−Λ(B)s‖F (s)‖ds ≤ Chα
t∫

t0

e−Λ(B)sds =

= − Chα

Λ(B)
(e−Λ(B)t − e−Λ(B)t0).

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà è ïîëàãàÿ,
÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû B îòðèöàòåëüíàÿ, èìååì:

ϕ(t) ≤

ϕ(t0) +

Chα

|Λ(B)|(e
−Λ(B)t − e−Λ(B)t0)


 eβ(t−t0).

Âîçâðàùàÿñü ê íîðìå ‖Z(t)‖, ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî çàïèñûâàåì â
âèäå:

‖Z(t)‖ ≤ ‖Z(t0)‖e(Λ(B)+β)(t−t0) +
Chα

|Λ(B)|(e
β(t−t0) − e(Λ(B)+β)(t−t0)). (4.14)

Âûáåðåì β < α è òàêîå h, ÷òîáû Chα\|Λ(B)| < ‖Z(t0)‖. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t0, t1], t1 = t0 +∆t0, ÷òî ïðè t ∈ [t0, t1]
‖Z(t)‖ ≤ ‖Z(t0)‖, ò. å. óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.10) è, òåì ñà-
ìûì, óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.7) äîêàçàíà â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ìàòðèöà B(t, x) íå çàâèñèò îò t.

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.10) ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ìàòðèöà B(t) çàâèñèò îò t.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå δ, δ > 0 è ïîëîæèì ‖Z(t0)‖ < δ.
Ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ Z(t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.10) ïðè
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íà÷àëüíîì çíà÷åíèè Z(t0) íå ïîêèäàåò øàðà R(0, δ). Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè T òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ Z(t) ïîêèäàåò
ñôåðó S(0, δ), ò. å. Z(T ) ∈ S(0, δ) è ïðè t (t > T ) ‖Z(t)‖ > δ.

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (4.10) ïðè t > T â âèäå

dZ(t)

dt
= B(T )Z(t) + (B(t)−B(T ))Z(t) + F (t). (4.15)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.15) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Z(t) = eB(T )(t−T )Z(T )+
t∫

T

eB(T )(t−s)((B(s)−B(T ))Z(s)+F (s))ds. (4.16)

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè [T, T+∆T ] â òå-
÷åíèå êîòîðîãî òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ Z(t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.10) (ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå øàãà ñåòêè h) íå ïîêèäàåò øàðà R(0, δ).

Ïåðåéäåì â (4.16) ê íîðìàì. Èç íåïðåðûâíîñòè ìàòðèöû B(t) ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëîãî ε íàéäåòñÿ òàêîå ∆T1, ÷òî ‖B(t)−
−B(T )‖ ≤ ε ïðè |t−T | ≤ ∆T1. Âåëè÷èíà ε áóäåò îïðåäåëåíà íèæå. Âûøå
óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ‖F (s)‖ çàâèñèò îò øàãà h ñåòêè è îïðåäåëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâîì ‖F (s)‖ ≤ Chα, 0 < α ≤ 1.

Òîãäà

‖Z(t) ≤ eΛ(B(T ))(t−T )‖Z(T )‖+
t∫

T

eΛ(B(T ))(t−s)(ε‖Z(s) + F (s))‖ds ≤

≤ eΛ(B(T )(t−T ))‖Z(T )‖+
t∫

T

eΛ(B(T ))(t−s)(ε‖Z(s)‖+ Chα)ds. (4.17)

Ââåäåì ôóíêöèþ ϕ(t) = ‖Z(t)‖exp{−Λ(B(T ))(t). Òîãäà íåðàâåíñòâî
(4.17) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

0 ≤ ϕ(t) ≤ ϕ(T ) +
t∫

T

(εϕ(s) + e−Λ(B(T ))sChα)ds =

= ϕ(T ) + Chα
t∫

T

e−Λ(B(T ))sds+
t∫

T

εϕ(s)ds ≤

≤ ϕ(T )− Chα

|Λ(B(T ))|(e
−Λ(B(T ))t − e−Λ(B(T ))T ) +

t∫

T

εϕ(s)ds. (4.18)
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Ïðèìåíèâ ê (4.18) íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà, èìååì:

ϕ(t) ≤ (ϕ(T ) +
Chα

|Λ(B(T ))|(e
−Λ(B(T ))t − e−Λ(B(T ))T )eε(t−T ).

Âîçâðàùàÿñü ê íîðìàì, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó:

‖Z(t)‖ ≤ ‖Z(T )‖e(Λ(B(T ))+ε)(t−T ))+

+
Chα

|Λ(B(T ))|(e
ε(t−T ) − eΛ(B(T ))+ε)(t−T )). (4.19)

Çà ñ÷åò âûáîðà øàãà h ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî

Chα/|Λ(B(T ))| < ‖Z(T )‖.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê âðåìåíè t, t ∈ [T, T + ∆T ], â

òå÷åíèå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖Z(t)‖ ≤ ‖Z(T )‖. (4.20)

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (4.20) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîé ñåòêå h ïðè óñëî-
âèè, ÷òî h < h∗, ãäå h∗ = ‖Z(T )‖|Λ(B(T ))|/C, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7)
óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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Ã ë à â à 4

ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈß ÄÂÈÆÅÍÈß

1. Ââåäåíèå

Îäíî èç àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâ-
ëåíèÿ � èññëåäîâàíèå ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì. Ïðè ýòîì â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, îïè-
ñûâàåìûå ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dx

dt
= Ax+BK(t)Cx, x ∈ Rn, (1.1)

ãäå K(t) ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùåé ìàòðèöåé. Â ñëó÷àå, êîãäà ñòàáèëè-
çèðóþùàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, îñíîâíûå ìåòîäû ñòàáèëèçà-
öèè ñèñòåì âèäà (1.1) è ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæàòñÿ â [36], [37],
[65].

Ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì âèäà (1.1) ñ ïåðåìåííîé
ìàòðèöåé èññëåäîâàíû â [71], [73]. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëè ìàòðèöû,
ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå íåïðåðûâíûå è ðàçðûâíûå
ôóíêöèè.

Ïðîáëåìà Áðîêåòòà. Â [117] Áðîêåòò ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ
ïðîáëåìó. Äàíà òðîéêà ìàòðèö (A,B,C). Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâó-
åò ìàòðèöà K(t) òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà (1.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Ïðîáëåìó Áðîêåòòà èññëåäîâàëè â [71], [73], ãäå â ðÿäå ñëó÷àåâ áûëè
ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì âèäà
(1.1) ïåðèîäè÷åñêèìè ìàòðèöàìè.

Â [71], [73] ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà K(t), äàþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòàáèëèçàöèþ
ñèñòåìû (1.1), è ïðèâåäåí àëãîðèòì åå ïîñòðîåíèÿ.

Òàì æå èññëåäîâàëèñü óñëîâèÿ èìïóëüñíîé ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (1.1),
à òàêæå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íåâîçìîæíà ñòàáèëèçàöèÿ ñèñòåìû (1.1).
Â ñëó÷àå, êîãäà K(t)− ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, B è C− âåêòîðû, ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèÿ ñèñòåìû (1.1) ïðè n = 2. Ýòè
óñëîâèÿ, ïî ñóòè äåëà, ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâè-
ÿìè àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì âèäà (1.1) ïðè n = 2 ïåðèî-
äè÷åñêèìè ñêàëÿðíûìè ôóíöèÿìè K(t).
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Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû Áðîêåòòà, ïîëó÷åííûå ê 2002 ã.,
ïðèâåäåíû â [73].

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ðàçðàáîòêà óäîáíîãî â ðåàëèçàöèè îáùå-
ãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö K(t), îñóùåñòâëÿþùèõ ñòàáèëèçàöèþ
ñèñòåì âèäà (1.1), ãäå ìàòðèöà K(t) íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü ïåðèî-
äè÷åñêîé.

Â ðàçäåëå 3 äàííîé ãëàâû ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ êëàññîâ ñòàáèëèçèðóþùèõ ìàòðèö è
ïðåäëîæåí äîñòàòî÷íî îáùèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ìàòðèö K(t),
îñóùåñòâëÿþùèõ àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòàáèëèçàöèþ ñèñòåìû (1.1) è áîëåå
îáùèõ ñèñòåì. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåäëîæåííûõ íèæå ìåòîäîâ ñòàáèëè-
çàöèè ÿâëÿåòñÿ ñâåðõñòàáèëèçàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå ñâåðõñòàáèëèçàöèè ââåäåíî â [89].
Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó

x(t)

dt
= Ax+Bu, y = Cx,

ãäå x ∈ Rn− ñîñòîÿíèå; y ∈ Rl− âûõîä; u ∈ Rm− óïðàâëåíèå, êîòîðîå
èùåòñÿ â ôîðìå îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó

u = Ky. (1.2)

Òîãäà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ïðèîáðåòàåò âèä
dx

dt
= Acx, Ac = A+BKC, Ac = {mij}, i, j = 1, 2, . . . , n. (1.3)

Îïðåäåëåíèå 1.1 [89]. Ìàòðèöà K íàçûâàåòñÿ ñâåðõñòàáèëèçèðóþ-
ùåé, åñëè

σ = σ(Ac) = min
i


−mii −

∑

j 6=i
|mij|


 > 0.

Çàìå÷àíèå. Ïàðàìåòð σ = σ(Ac) ñîâïàäàåò ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé íîð-
ìîé ìàòðèöû Ac â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Ac îïðåäåëåíà èç Rn â Rn, ãäå
Rn− n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖x‖ = max

1≤i≤n |xi|.
Äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ñâåðõñòàáèëèçàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷-

íûì îáðàçîì.
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Ïðåäëàãàåìûé íèæå ìåòîä ñòàáèëèçàöèè îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ ìå-
òîäîâ ñëåäóþùèì:

1) ñòàáèëèçèðóþùàÿ ìàòðèöà K(t) ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíûé âèä;
2) ìåòîä ïðèìåíèì ê áîëåå îáùèì ñèñòåìàì, íåæåëè îïèñûâàåìûì ñè-

ñòåìàìè âèäà (1.1). Îí ïðèìåíèì ê ñèñòåìàì ñ ïåðåìåííûìè ìàòðèöàìè
A(t), B(t), C(t) è ê íåëèíåéíûì ñèñòåìàì.

Èñïîëüçóÿ ïðåäëàãàåìûé ìåòîä, ìîæíî ïîñòðîèòü òðè êëàññà ñòàáè-
ëèçèðóþùèõ ìàòðèö. Ïîñòðîåíèå îäíîãî èç ýòèõ êëàññîâ î÷åíü ïðîñòî è
ìîæåò áûòü âûïîëíåíî â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Â ðàçäåëàõ 4 è 5 ìåòîä ðàñïðîñòðàíåí íà ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ è íà ñèñòåìû äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé.

2. Ïîëóîáðàòíûå ìàòðèöû

Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ
ïîëóîáðàòíûå ìàòðèöû. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà A ðàçìåðà m×n
ìîæåò íå èìåòü íè ëåâîé, íè ïðàâîé îáðàòíîé ìàòðèöû. Â íåêîòîðîé
ñòåïåíè èõ àíàëîãîì ÿâëÿþòñÿ ïîëóîáðàòíûå ìàòðèöû, êîòîðûå ââîäÿòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 2.1 [99]. Ìàòðèöà A−1
0 íàçûâàåòñÿ ïîëóîáðàòíîé ê ìàò-

ðèöå A, åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå AA−1
0 A = A.

Äîêàæåì, ñëåäóÿ [99], ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà A èìååò ïîëóîáðàòíóþ.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïîíÿòèåì (M,N)-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìîóãîëü-

íûõ ìàòðèö.
Ìàòðèöà A ðàçìåðà m × n îñòàåòñÿ ìàòðèöåé òîãî æå ðàçìåðà, åñëè

óìíîæèòü åå ñëåâà íà êâàäðàòíóþ ìàòðèöóM ïîðÿäêà m, à ñïðàâà − íà
êâàäðàòíóþ ìàòðèöó N ïîðÿäêà n :

A1 = MAN.

Ïóñòü ìàòðèöû M è N− íåîñîáåííûå. Òîãäà A = M−1A1N
−1 è ãîâîðÿò,

÷òî ìàòðèöà A1 ïîëó÷àåòñÿ èç A (M,N)-ïðåîáðàçîâàíèåì.
Î÷åâèäíî, ÷òî (M,N)-ïðåîáðàçîâàíèå ëþáîé íåîñîáåííîé ìàòðèöû

äàåò íåîñîáåííóþ ìàòðèöó.
(M,N)-ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû, èìåþùåé ëåâóþ (ïðàâóþ) îáðàòíóþ

ìàòðèöó, ïðèâîäèò ê ìàòðèöå, èìåþùåé ëåâóþ (ïðàâóþ) îáðàòíóþ ìàò-
ðèöó.
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Ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâîê íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Πs,k = {ps,k}, ïîëó÷åí-
íàÿ èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ s è k ñòðîê.

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà: Πs,kΠs,k = I, ò. å. ìàòðèöà Πs,k îáðàòíà ñàìîé
ñåáå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (r)
m,n ìàòðèöó ðàçìåðà m× n

T (r)
m,n =

(
Ir
0

0

0

)
,

ó êîòîðîé Ir− åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà r × r.
Òåîðåìà 2.1 [99]. Ñ ïîìîùüþ (M,N)-ïðåîáðàçîâàíèÿ ëþáóþ ìàòðè-

öó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A = M−1T (r)
m,nN

−1

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
MAN = T (r)

m,n.

Åñëè ìàòðèöà A èìååò õîòÿ áû îäíó ïðàâóþ îáðàòíóþ, òî âñÿêàÿ ïî-
ëóîáðàòíàÿ A−1

0 òàêæå áóäåò ïðàâîé îáðàòíîé äëÿ A. Â ñàìîì äåëå, óìíî-
æèâ AA−1

0 A = A ñïðàâà íà A−1, èìååì:

AA−1
0 = I.

Åñëè ó A åñòü ëåâàÿ îáðàòíàÿ, òî è A−1
0 áóäåò ëåâîé îáðàòíîé äëÿ

A. Ëåãêî òàêæå âèäåòü, ÷òî âñÿêàÿ ëåâàÿ èëè ïðàâàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà
äëÿ A ÿâëÿåòñÿ ïîëóîáðàòíîé. Èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ ìàòðèöà A ìîæåò
íå èìåòü íè ïðàâîé, íè ëåâîé îáðàòíûõ ìàòðèö. Ïîêàæåì, îäíàêî, ÷òî
ëþáàÿ ìàòðèöà A âñåãäà èìååò õîòÿ áû îäíó ïîëóîáðàòíóþ. Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ (M,N)-ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ïóñòü A èìååò ïîëóîáðàòíóþ Q. Ïîäâåðãàåì A (M,N)-ïðåîáðàçî-
âàíèþ, à Q− (N−1,M−1)-ïðåîáðàçîâàíèþ:

A1 = MAN ; Q1 = N−1QM−1.

Ìàòðèöà Q1 áóäåò ñëóæèòü ïîëóîáðàòíîé äëÿ A1. Â ñàìîì äåëå,

A1Q1A1 = MANN−1QM−1MAN = MAN = A1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõ ìàòðèöA1 èA2, ñâÿçàííûõ (M,N)-ïðåîáðàçî-
âàíèåì, ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ïîëóîáðàòíûõ.
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Äëÿ ìàòðèöû T (r)
m,n ïîëóîáðàòíàÿ, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò è ðàâíà T (r)

n,m :

T (r)
m,nT

(r)
n,mT

(r)
m,n = T (r)

m,n.

Îòñþäà è èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû

A = M−1T (r)
m,nN

−1 (2.1)

òîæå ñóùåñòâóåò ïîëóîáðàòíàÿ.
Íàéäåì, ñëåäóÿ [99], îáùèé âèä âñåõ ìàòðèö (T (r)

m,n)
−1
0 − ïîëóîáðàòíûõ

äëÿ T (r)
m,n.

Áóäåì èñêàòü (T (r)
m,n)

−1
0 − â âèäå ìàòðèöû

(T (r)
m,n)

−1
0 =


 U |V
W |Z


 (2.2)

ñ ïîäëåæàùèìè îïðåäåëåíèþ ìàòðèöàìè U, V,W,Z.
Çäåñü U − r × r-ìàòðèöà, V − r × (m− r)-ìàòðèöà, W − (n− r)× r-

ìàòðèöà, Z − (n− r)× (m− r)-ìàòðèöà.
Èç

T (r)
m,n(T

(r)
m,n)

−1
0 T (r)

m,n =


U |V

0|0


T (r)

m,n =


U |0

0|0


 (2.3)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîëóîáðàòíîé ìàòðèöû (T (r)
m,n)

−1
0 êëåòêà U äîëæ-

íà ðàâíÿòüñÿ Ir, à êëåòêè V,W è Z ïðîèçâîëüíû, ò. å.

(T (r)
m,n)

−1
0 =


 Ir|V
W |Z


 . (2.4)

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîëóîáðàòíîé ìàòðèöû èìå-
åò âèä

A−1
0 = N(T (r)

m,n)
−1
0 M = N


 Ir|V
W |Z


M. (2.5)

Èç ôîðìóë T (r)
m,n =

(
Ir
0

)}mIr
n︷ ︸︸ ︷

(Ir|0) =
(
Ir
0

)}m
n︷ ︸︸ ︷

(Ir|0) è A = M−1T (r)
m,nN

−1

äëÿ ìàòðèöû A ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

A = BC, (2.6)

ãäå B = M−1
(
Ir
0

)− ìàòðèöà ðàçìåðà m × r, äîïóñêàþùàÿ ëåâóþ îá-
ðàòíóþ, à C = (Ir|0)N−1 ìàòðèöà ðàçìåðà r × n, äîïóñêàþùàÿ ïðàâóþ
îáðàòíóþ.
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Ðàçëîæåíèå âèäà (2.6) ïîçâîëÿåò äàòü åùå îäíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ
ïîëóîáðàòíûõ ìàòðèö. Èìåííî, ìîæíî ïîëîæèòü

A−1
0 = C−1B−1. (2.7)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ýòîì, êàê ëåãêî âèäåòü, AA−1
0 A = A.

Â ìîíîãðàôèè Ñ. Ë. Ñîáîëåâà [99, ñòð. 26] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî íå âñå
ïîëóîáðàòíûå ìàòðèöû èìåþò âèä (2.7). Òåì íå ìåíåå äëÿ äàëüíåéøåãî
íàì äîñòàòî÷íî ôàêòà ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëóîáðàòíîé ìàòðèöû è íàëè÷èÿ
ñïîñîáà åå ïîñòðîåíèÿ.

3. Ñòàáèëèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà Áðîêåòòà äëÿ ñèñòåì
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (1.1) áîëåå îáùóþ ñèñòåìó

dx

dt
= A(t)x+B(t)K(t)C(t)x, x ∈ Rn, (3.1)

â êîòîðîé A(t), B(t), C(t)− çàäàííûå ìàòðèöû. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìàòðèöà K(t), òàêàÿ, ÷òî òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ñèñòåìó (3.1) áóäåì èññëåäîâàòü â ïðîñòðàíñòâàõ Rn è En, ãäå En−
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî n× n ìàòðèöà D(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó S,
åñëè òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

dx

dt
= D(t)x, x ∈ Rn,

óñòîé÷èâî â öåëîì.
×àñòíûìè ñëó÷àÿìè êëàññà S ÿâëÿþòñÿ êëàññû S1, S2, S3.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî n × n ìàòðèöà D(t) ñ íåïðåðûâíûìè ýëåìåíòà-
ìè ïðèíàäëåæèò êëàññó S1 èëè S2, åñëè ïðè ëþáîì t(0 ≤ t < ∞) åå
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà îòðèöàòåëüíà è ΛD(t) ≤ −α, α > 0 èëè ñïåêòð
ìàòðèöû ReD(t) = (D(t)+D∗(t))/2 îòðèöàòåëåí ïðè ëþáîì t(0 ≤ t <∞)
è ReD(t) ≤ −α, α > 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî n × n ìàòðèöà D ïðèíàäëåæèò êëàññó S3, åñ-
ëè åå ñïåêòð ëåæèò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïå-
ðåìåííîé, à åå ýëåìåíòû dij, i, j = 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, íå
çàâèñÿùèìè îò t.
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Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìàòðèöà K(t), äàþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòàáèëè-
çàöèþ ñèñòåìû (3.1). Åñëè A(t) + B(t)K(t)C(t) ∈ S, S1, S2, S3, òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèÿ êëàññà S, S1, S2, S3 ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1)
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöû B(t) è C(t) íåîáðàòèìû. Êðîìå òîãî,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî C(t)−n1×n-ìàòðèöà, K(t)−n2×n1-ìàòðèöà, B(t)−
n× n2-ìàòðèöà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B−1
0 ïîëóîáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ ìàòðèöû B. Ïîëó-

îáðàòíàÿ ìàòðèöà ââîäèòñÿ ôîðìóëîé B = BB−1
0 B. Â ðàçäåëå 2 áûëî

îòìå÷åíî, ÷òî ïîëóîáðàòíûå ìàòðèöû âñåãäà ñóùåñòâóþò, íî îïðåäåëÿ-
þòñÿ íååäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Êàæäîé ìàòðèöå ðàçìåðà m×n ìîæíî
ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åå ëåâûå è ïðàâûå àííóëèðóþùèå ìàòðèöû:
B̃−1
l = Im −BB−1

0 , B̃−1
r = In −B−1

0 B. Çäåñü In è Im-åäèíè÷íûå ìàòðèöû
ðàçìåðà n× n è m×m ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâ ñòàáèëèçèðóþùèõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü B−1
0 è C−1

0 − ïîëóîáðàòíûå ìàòðèöû äëÿ ìàòðèö
B è C. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ñòàáèëèçàöèÿ êëàññà S, S1, S2, S3,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ìàòðèöà D(t), ïðèíàä-
ëåæàùàÿ ñîîòâåòñòâåííî êëàññó S, S1, S2, S3, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

BB−1
0 D1(t) = D1(t); D1(t)C

−1
0 C = D1(t),

ãäå D1(t) = D(t)− A(t).
Òîãäà ìàòðèöà K(t) = B−1

0 D1(t)C
−1
0 îñóùåñòâëÿåò àñèìïòîòè÷åñêóþ

ñòàáèëèçàöèþ ñèñòåìû (3.1), ïðèâîäÿùóþ ê òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ.
Â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöû B(t) è C(t) îáðàòèìû ïðè ëþáîì 0 ≤ t <∞,

èç òåîðåìû 3.1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ïðè ëþáîì t(t ≥ 0) ìàòðèöû B è C íåïðåðûâíî

îáðàòèìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå ÷èñëî ìàòðèö K(t), ïðè êîòîðûõ
ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.1) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé. Â êà÷åñòâå
K(t) ìîãóò áûòü âçÿòû ìàòðèöû

K(t) = B−1(t)(D(t)− A(t))C−1(t),

ãäå D(t)− ìàòðèöà, ïðèíàäëåæàùàÿ îäíîìó èç êëàññîâ S, S1, S2, S3.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñóùåñòâèìîñòè
àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1) íóæíî ïîêàçàòü,
÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû K(t) è D(t) ∈ S, S1, S2, S3, ÷òî

A(t) +B(t)K(t)C(t) = D(t). (3.2)

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè â öåëîì ñèñòåìû óðàâíå-
íèé

dx

dt
= D(t)x,

ãäå D(t) ∈ S1, S2, ïðèâåäåíî âî âòîðîé ãëàâå.
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ìàòðè-

öû K(t) è D(t), äàþùèå àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòàáèëèçàöèþ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (3.1). Òîãäà, óìíîæàÿ óðàâíåíèå (3.2) íà B̃−1

l , èìååì:

B(t)B−1
0 (t)D1(t) = D1(t).

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (3.2) íà B̃−1
r , èìååì:

D1(t)C
−1
0 (t)C(t) = D1(t).

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

D1(t) = B(t)B−1
0 (t)D1(t); D1(t) = D1(t)C

−1
0 (t)C(t), (3.3)

ãäå D1 = A−D,D ∈ S, S1, S2, S3.

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà K(t), òàêàÿ, ÷òî

B(t)K(t)C(t) = D1(t). (3.4)

Ïîëàãàÿ
K(t) = B−1

0 (t)D1(t)C
−1
0 (t)

è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (3.3), ïðåâðàùàåì (3.4) â òîæäåñòâî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Àíàëèçèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå

çàêëþ÷åíèå.
Òåîðåìà 3.3. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ñè-

ñòåìû (3.1) äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîé ìàòðèöû
D(t) ∈ S, S1, S2, S3 è ìàòðèöû K(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ:

B(t)K(t)C(t) = D(t)− A(t). (3.5)
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Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 3.1 − 3.3, ñïðàâåä-
ëèâû è äëÿ äðóãèõ êëàññîâ ñòàáèëèçèðóþùèõ ìàòðèö.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (3.1) íóæ-
íî íàéòè ìàòðèöó D(t), ïðèíàäëåæàùóþ îäíîìó èç êëàññîâ S, S1, S2, S3,

è ìàòðèöó K(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (3.5). Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó-
÷àå, êîãäà èùåòñÿ ìàòðèöà D(t) ∈ S1, ïîñòðîåíèå ìàòðèö D(t) è K(t) íå
âûçûâàåò çàòðóäíåíèé.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöû A(t), B(t), C(t),
K(t)− êâàäðàòíûå. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ìàòðèöû K(t) ÷åðåç {kij(t)},
i, j = 1, 2, . . . , n, à ýëåìåíòû ìàòðèöûD(t) ÷åðåç {dij(t)}, i, j = 1, 2, . . . , n.
Âî âòîðîé ãëàâå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ëîãàðèôìè÷åñêàÿ
íîðìà ìàòðèöû D(t) ïðè êàæäîì t áûëà îòðèöàòåëüíà â ïðîñòðàíñòâå
Rn ñ ìåòðèêàìè

‖x‖∞ = max
1≤k≤n

|xk|; ‖x‖1 =
n∑

k=1
|xk|,

äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé:

dii(t) +
n∑

j=1

′|dij(t)| < 0, dii(t) +
n∑

j=1

′|dji(t)| < 0, i, j = 1, 2, . . . , n.

(3.6)
Çäåñü ∑′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî j 6= i.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
óðàâíåíèé

B(t)K(t)C(t) = D − A(t) (3.7)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (3.6).
Ñèñòåìà (3.7) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (3.6) ñîñòîèò èç n2 óðàâíåíèé è n

îãðàíè÷åíèé, ñâÿçûâàþùèõ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t 2n2 íåèçâåñòíûõ
{kij(t)}, {dij(t)}, i, j = 1, 2, . . . , n.

Êàæäîå èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (3.6) − (3.7) (åñëè îíè ñóùå-
ñòâóþò) îïðåäåëÿåò ñòàáèëèçèðóþùóþ ìàòðèöó K(t). Äëÿ ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (3.7) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (3.6) ìîæíî ïðèâëå÷ü ìåòîäû
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [111]. Íà ìíîæåñòâå ýòèõ ìàòðèö ìîæíî
çàäàâàòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëû.

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíûé ïðèìåð, â êîòîðîì äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì n = 2.
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Äàíî óðàâíåíèå
dx

dt
= A(t)x+B(t)K(t)C(t)x.

Ïóñòü
A(t) =


 2, 1

t2+1
1
t+1 , −10


 ;

B(t) =


 t, 1
t, 1


 ;

C(t) =


 2, 0, 5

4, 1


 .

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöû D îò t íå çà-
âèñÿò. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû K(t) íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé

2k11(t)t+ 4k12(t)t+ 2k21(t) + 4k22(t) = d11 − 2;

0, 5k11(t)t+ k12(t)t+ 0, 5k21(t) + k22(t) = d12 − 1

t2 + 1
; (3.8)

2k11(t)t+ 4k12(t)t+ 2k21(t) + 4k22(t) = d21 − 1

t+ 1
;

0, 5k11(t)t+ k12(t)t+ 0, 5k21(t) + k22(t) = d22 + 10

ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ

d11 < 0; d22 < 0; |d11| > |d12|; |d22| > |d21|. (3.9)

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3.8) â âèäå

d11 = 2 + 2k11(t)t+ 4k12(t)t+ 2k21(t) + 4k22(t);

d12 =
1

t2 + 1
+ 0, 5k11(t)t+ k12(t)t+ 0, 5k21(t) + k22(t); (3.10)

d21 =
1

t+ 1
+ 2k11t+ 4k12t+ 2k21 + 4k22;

d22 = −10 + 0, 5k11t+ k12t+ 0, 5k21 + k22.

Èç ïåðâûõ äâóõ óñëîâèé (3.9) èìååì

2 + 2k11(t)t+ 4k12(t)t+ 2k21(t) + 4k22(t) < 0;
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−10 + 0, 5k11(t)t+ k12(t)t+ 0, 5k21(t) + k22(t) < 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

k11(t)t+ 2k12(t)t+ k21(t) + 2k22(t) < −1. (3.11)

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (3.11) ìîæíî óñèëèòü ïîñëåäíèå äâà
óñëîâèÿ ñèñòåìû (3.9) :

2 + 2k11(t)t+ 4k12(t)t+ 2k21(t) + 4k22(t) <

< − 1

t2 + 1
+ 0, 5k11(t)t+ k12(t)t+ 0, 5k21(t) + k22(t) < −|d12| < 0;

−10 + 0, 5k11(t)t+ k12(t)t+ 0, 5k21(t) + k22(t) <

<
1

t+ 1
+ 2k11(t)t+ 4k12(t)t+ 2k21(t) + 4k22(t) < 0. (3.12)

Íåðàâåíñòâà (3.11), (3.12) îêîí÷àòåëüíî ìîæíî ïðåäñòâèòü â âèäå

k11(t)t+ 2k12(t)t+ k21(t) + 2k22(t) < −1;

3

2
k11(t)t+ 3k12(t)t+

3

2
k21(t) + 3k22(t) < − 1

t2 + 1
− 2;

3

2
k11(t)t+ 3k12(t)t+

3

2
k21(t) + 3k22(t) > −10− 1

t+ 1
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûå óñëîâèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû
K(t) :

−20

3
− 2

3

1

t+ 1
< k11(t)t+ 2k12(t)t+ k21(t) + 2k22(t) <

< min

(
−1,−4

3
− 2

3

1

t2 + 1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ñòàáèëèçèðóþùèõ ìàòðèö, â ÷èñëî êîòîðûõ òàêæå âõîäÿò è ïî-
ñòîÿííûå ìàòðèöû. Íàïðèìåð, ìàòðèöà k11 = 0; k12 = 0; k21 = −1;
k22 = −2.

Äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ïðîáëåìà Áðîêåòòà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.
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Äàíà l × l ìàòðèöà B(t), âåêòîð-ôóíêöèè A(t, x(t)) è C(t, x(t)), ãäå
x(t) = (x1(t), ..., xl(t)), A(t, x(t)) = (a1(t, x(t)), ..., al(t, x(t))) è C(t, x(t)) =
= (c1(t, x(t)), ..., cl(t, x(t))).

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàòðèöó K(t), îñóùåñòâëÿþùóþ ñòàáèëèçàöèþ ê íó-
ëþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

dx

dt
= A(t, x(t)) +B(t)K(t)C(t, x(t)). (3.13)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x(t) è ïðåäñòàâèì ýëåìåíòû ai(t, x(t)),
i = 1, 2, . . . , l, â âèäå

ai(t, x(t)) =
l∑

k=1

′αik
ai(t, x(t))

xk(t)
xk(t), i = 1, 2, . . . , l, (3.14)

ãäå ∑ ′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî k, òàêèì, ÷òî xk(t) 6= 0, αi,k ≥ 0,
∑l
k=1

′αik = 1.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ýëåìåíòû âåêòîð-ôóíêöèè C(t, x(t)) ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå

ci(t, x(t)) =
l∑

k=1

′γik
ci(t, x(t))

xk(t)
xk(t), i = 1, 2, . . . , l, (3.15)

ãäå γik ≥ 0,
l∑

k=1

′γik = 1, i = 1, 2, . . . , l.

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû αik è γik, i, k = 1, 2, . . . , l, ìîãóò çàâè-
ñåòü êàê îò âðåìåíè t, òàê è îò òåêóùåãî çíà÷åíèÿ x(t). Äëÿ ïðîñòîòû
îáîçíà÷åíèé íèæå ïîëàãàåì αik è γik, i, k = 1, 2, . . . , l, êîíñòàíòàìè.

Êàæäîìó âåêòîðó x(t) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöû
A(t, {αik}l1, x(t)), ñîñòàâëåííûå èç ýëåìåíòîâ:

aik(t, {αik}l1}, x(t)) =




αik

ai(t,x(t))
xk(t) , xk(t) 6= 0,

0, xk(t) = 0,
(3.16)

i, k = 1, 2, . . . , l.
Àíàëîãè÷íî êàæäîìó âåêòîðó x(t) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöû

C(t, {γik}l1, x(t)), ñîñòàâëåííûå èç ýëåìåíòîâ:

cik(t, {γik}l1, x(t)) =




γik

ci(t,x(t))
xk(t) , xk(t) 6= 0,

0, xk(t) = 0,
(3.17)

i, k = 1, 2, . . . , l.
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Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèÿìè (3.16) è (3.17), ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.13)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

dx

dt
= A(t, {αik}l1, x(t))x(t) +B(t)K(t)C(t, {γik}l1, x(t))x(t). (3.18)

Òåîðåìà 3.4.Ïóñòü ñóùåcòâóþò íàáîðû {αik} è {γik}, i, k = 1, 2, . . . , l,
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R(0, δ) è ëþáîãî t (t0 ≤ t < ∞) ìàòðèöû
A(t, {αik}l1, x(t)) è C(t, {γik}l1, x(t)) íåïðåðûâíî îáðàòèìû. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ìàòðèöà K(t), îñóùåñòâëÿþùàÿ ñòàáèëèçàöèþ ê íóëþ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.13) ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè x ∈ R(0, δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D − l × l− ìàòðèöà, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
êîòîðîé ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî
ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.13) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

dx

dt
= A(t, {αik}l1, x(t))x(t) +B(t)K(t)C(t, {γik}l1, x(t))x(t)). (3.19)

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü (3.19) âåêòîð-ôóíêöèè Dx èìååì

dx

dt
= Dx. (3.20)

Èç ðàñïîëîæåíèÿ ñïåêòðà ìàòðèöûD ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (3.20) àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Òàê êàê ìàòðèöû B(t) è C(t, {γik}l1, x(t)) îáðàòèìû,

K(t) = B−1(t)(D − A(t, {αik}l1, x(t)))(C(t, {γik}l1, x(t)))−1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöû B(t) è C(t, {γik}l1, x(t))

íåîáðàòèìû.
Ââåäåì ìàòðèöû D(t), ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó èç êëàññîâ ìàòðèö

S1, S2.
Çàôèêñèðóåì íàáîðû αik(t) è γik(t), ïîëîæèâ, íàïðèìåð, αik(t) =

= γik(t) = 1
m(t) , ãäå m(t)− ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðà

x(t) = (x1(t), . . . , xl(t)).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç (B0(t))

−1 è (C0(t, {γik(t)}l1, x(t)))−1- ïîëóîáðàòíûå
ìàòðèöû ê ìàòðèöàì B(t) è C(t, {γik(t)}l1, x(t)); ÷åðåç D1(t)− ðàçíîñòü
D1(t) = D(t)− A(t, {αik(t)}l1, x(t)).
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Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü (B0(t))
−1 è (C0(t, {γik(t)}l1, x(t)))−1− ïîëóîáðàò-

íûå ìàòðèöû äëÿ ìàòðèö B(t) è C(t, {γik(t)}l1, x(t)).
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ñòàáèëèçàöèÿ êëàññà S1, S2 äëÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé (3.13) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ìàòðèöà
D(t), ïðèíàäëåæàùàÿ ñîîòâåòñòâåííî êëàññó S1, S2, äëÿ êîòîðîé ñïðà-
âåäëèâû ðàâåíñòâà B(t)(B0(t))

−1D1(t) = D1(t),
D1(t)(C0(t, {γik}l1, x(t)))−1C(t, {γik}l1, x(t)) = D1(t).

Òîãäà ìàòðèöà

K(t) = (B0(t))
−1D1(t)(C0(t, {γik}l1, x(t)))−1

îñóùåñòâëÿåò ñòàáèëèçàöèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.13), ïðèâîäÿùóþ ê
òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äîêàçàòåëüñòâ òåî-
ðåì 3.1 è ïðåäûäóùåé òåîðåìû è ïîýòîìó îïóñêàåòñÿ.

Çàêàí÷èâàÿ ýòîò ðàçäåë, îñòàíîâèìñÿ íà îáîáùåííîé ïðîáëåìå Áðî-
êåòòà [117].

Îáîáùåííàÿ ïðîáëåìà Áðîêåòòà.Äàíî ñåìåéñòâî ïîñòîÿííûõ ìàò-
ðèö (A,B1, B2, . . . , Bm, C1, C2, . . . , Cm). Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè ìàòðèö
K1(t), . . . , Km(t), òàêèõ, ÷òî ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

dX(t)

dt
= AX(t) +

m∑

i=1
BiKi(t)Ci(t)X(t) (3.21)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

dX(t)

dt
= A(t)X(t) +

m∑

i=1
Bi(t)Ki(t)Ci(t)X(t), (3.22)

ãäå X(t) = (x1(t), . . . , xl(t)), A(t), Bi(t), Ci(t)− l× l ìàòðèöû ñ ýëåìåíòà-
ìè, çàâèñÿùèìè îò t.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l×l ìàòðèöKi(t), i = 1, 2, . . . ,m,
îñóùåñòâëÿþùèõ àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòàáèëèçàöèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.21)
ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè X(t0) = X0.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü ìàòðèöû Bi(t) è Ci(t), i = 1, 2, . . . ,m, îáðàòèìû
ïðè ëþáîì t, t0 ≤ t < ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìàòðèö
Ki(t), i = 1, 2, . . . ,m, îñóùåñòâëÿþùèõ àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòàáèëèçàöèþ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.22).
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Çàìå÷àíèå. Ïóñòü λi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m,
m∑
i=1

λi = 1, l × l, ìàòðèöà
D ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ðàñïî-
ëîæåííûå â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Òîãäà ìàòðèöû Ki = B−1

i (λi(D − A))C−1
i , i = 1, 2, . . . ,m, îñóùåñòâëÿ-

þò àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòàáèëèçàöèþ ê íóëþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(3.22) ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

A(t) +
m∑

i=1
Bi(t)Ki(t)Ci(t) = D, (3.23)

ãäå D− l × l− ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñî ñïåêòðîì,
ñîñðåäîòî÷åííûì â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðå-
ìåííîé.

Óðàâíåíèå (3.23) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
m∑

i=1
(λiA(t)X(t) +Bi(t)Ki(t)Ci(t)X(t)− λiD) = 0. (3.24)

Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

λiA(t)X(t) +Bi(t)Ki(t)Ci(t)X(t) = λiD, (3.25)

i = 1, 2, . . . ,m, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðåøåíèé ñèñòåìû (3.24) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, (3.23).

Ìàòðèöû Ki(t) = (Bi(t))
−1(λiD − λiA)(Ci(t))

−1, i = 1, 2, . . . ,m, ÿâëÿ-
þòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (3.25).

Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû è çàìå÷àíèÿ ê íåé.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöûBi(t) è Ci(t), i = 1, 2, . . . ,m,

íåîáðàòèìû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Bi,0(t))

−1 è (Ci,0(t))
−1 ïîëóîáðàòíûå ìàòðèöû äëÿ

ìàòðèö Bi(t) è Ci(t), à ÷åðåç B̃−1
i,l (t) = I −Bi(t)(Bi,0(t))

−1, C̃−1
i,l (t) = I −

−Ci(t)(Ci,0(t))−1, B̃−1
i,r (t) = I−(Bi,0(t))

−1Bi(t), C̃
−1
i,r (t) = I−(Ci,0(t))

−1Ci(t)−
ëåâûå è ïðàâûå àííóëèðóþùèå ìàòðèöû äëÿ ìàòðèö Bi(t), Ci(t), i =
= 1, 2, . . . ,m.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü (Bi,0(t))
−1 è (Ci,0(t))

−1− ïîëóîáðàòíûå ìàòðèöû
äëÿ Bi(t) è Ci(t), i = 1, 2, . . . ,m, t0 ≤ t <∞. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâî-
âàëà ñòàáèëèçàöèÿ êëàññà S1 è S2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñó-
ùåñòâîâàëà òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö D(t), t0 ≤ t <∞, è ÷èñåë
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λi(t), i = 1, 2, . . . ,m, λi(t) ≥ 0,
m∑
i=1

λi(t) ≡ 1, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

Bi(t)(Bi,0(t))
−1Di(t) = Di(t), Di(t)(Ci,0(t))

−1Ci(t) = Di(t),

i = 1, 2, . . . ,m, ãäå Di(t) = λi(t)(D(t)−A(t)), i = 1, 2, . . . ,m. Òîãäà ìàò-
ðèöû Ki(t) = (Bi,0(t))

−1Di(t)(Ci,0(t))
−1, i = 1, 2, . . . ,m, îñóùåñòâëÿþò

àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòàáèëèçàöèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.22) ê íóëþ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äîêàçàòåëüñòâà

ïðåäûäóùåé òåîðåìû è òåîðåìû 3.1 è ïîýòîìó îïóñêàåòñÿ.
Îáîáùåííàÿ ïðîáëåìà Áðîêåòòà äëÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l × l ìàòðèö Bi(t), i = 1, 2, . . . ,m, t0 ≤ t <

<∞, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-ôóíêöèé
A(t,X(t)) = (a1(t,X(t)), . . . , al(t,X(t))),

Ci(t,X(t)) = (ci1(t,X(t)), . . . , cil(t,X(t))),

i = 1, 2, . . . ,m, X(t) = (x1(t), . . . , xl(t)). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìàòðèö Ki(t), i = 1, 2, . . . ,m, îñóùåñòâëÿþùèõ àñèìïòîòè÷å-
ñêóþ ñòàáèëèçàöèþ ê íóëþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

dX(t)

dt
= A(t,X(t)) +

m∑

i=1
Bi(t)Ki(t)Ci(t,X(t)). (3.26)

Çäåñü A(t, 0) ≡ 0; Ci(t, 0) ≡ 0; i = 1, 2, . . . ,m; t0 ≤ t <∞.

Ââåäåì êîýôôèöèåíòû {αjk(t)} è {γjk(t)}, j, k = 1, 2, . . . , l, ïîëîæèâ
αjk(t) = γjk(t) = 1/n(t), ãäå n(t)− ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåíòîâ
âåêòîðà x(t) = (x1(t), . . . , xl(t)).(Îòìåòèì, ÷òî, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäó-
ùåãî, âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ {αjk(t)},
γjk(t)}, íî äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé îñòàíàâëèâàåìñÿ íà ââåäåííîì âû-
øå).

Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.26) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
dx(t)

dt
= A(t, {αjk}l1, x(t))x(t)+

m∑

i=1
Bi(t)Ki(t)Ci(t, {γjk}l1, x(t))x(t). (3.27)

Ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.27) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
m∑

i=1
λi(A(t, {αjk}l1, x(t))x(t)) +

m∑

i=1
Bi(t)Ki(t)Ci(t, {γjk}l1, x(t))x(t). (3.28)

161



Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü (Bi,0(t))
−1 è (Ci,0(t, {γjk(t)}l1, x(t)))−1− ïîëóîá-

ðàòíûå ìàòðèöû äëÿ ìàòðèö Bi(t) è Ci(t, {γjk(t)}l1, x(t)). Äëÿ òîãî ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëà ñòàáèëèçàöèÿ êëàññà S1, S2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî , ÷òî-
áû ñóùåñòâîâàëà ìàòðèöà D(t), ïðèíàäëåæàùàÿ ñîîòâåòñòâåííî êëàññó
S1, S2, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

Bi(t)(Bi,0(t))
−1Di(t) = Di(t);

Di(t)(Ci,0(t, {γjk(t)}l1, x(t)))−1Ci,0(t, {γjk(t)}l1, x(t)) = Di(t), i = 1, 2, . . . , l,

ãäå Di(t) = λiD(t)− λiA(t, {αjk}l1, x(t)).
Òîãäà ìàòðèöû Ki(t) = (Bi,0(t))

−1Di(t) (Ci,0(t, {γjk(t)}l1, x(t)))−1,

i = 1, 2, . . . , l, îñóùåñòâëÿþò ñòàáèëèçàöèþ óðàâíåíèé (3.26), ïðèâîäÿ-
ùóþ ê òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèðàâíÿåì âûðàæåíèå (3.28) âåêòîð-ôóíêöèè
D(t)x(t). ×àñòíûì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé λiA(t, {αjk}l1, x(t))x(t) + Bi(t)Ki(t)Ci(t, {γijk(t)}l1, x(t))x(t) =
= λiD(t)x(t) i = 1, 2, . . . , l.

Ïðèìåíÿÿ ê êàæäîìó èç óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â ïîñëåäíþþ ñèñòåìó,
ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1, çàâåðøàåì
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

4. Ïðîáëåìà Áðîêåòòà äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî äàíî ðåøåíèå ïðîáëåìû Áðîêåòòà äëÿ
ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â ýòîì ðàçäåëå ïðîáëåìà Áðîêåòòà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è äàåòñÿ åå ðåøåíèå.

Ïóñòü A(t), B(t), C(t), L(t), M(t) äàííûå n× n-ìàòðèöû, ãäå A(t) =
= {aij(t)}, B(t) = {bij(t)}, C(t) = {cij(t)}, L(t) = {lij(t)},
M(t) = {mij(t)}, i, j = 1, 2, . . . , n. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂u(t, x1, x2)

∂t
= A(t)

∂2u(t, x1, x2)

∂x2
1

+

+B(t)
∂2u(t, x1, x2)

∂x1∂x2
+ C(t)

∂2u(t, x1, x2)

∂x2
2

+

+L(t)K(t)M(t)u(t, x1, x2) (4.1)
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(t0, x1, x2) = u0(x1, x2), (4.2)

ãäå

u(t, x1, x2) = u(t, x) = (u1(t, x), . . . , un(t, x)), x = (x1, x2).

Ïðîáëåìà Áðîêåòòà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äà-
íû ìàòðèöû (A,B,C, L,M). Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàòðèöó K(t) àñèìïòîòè-
÷åñêè ñòàáèëèçèðóþùóþ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1).

Áóäåì èññëåäîâàòü ïðîáëåìó Áðîêåòòà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
X ôóíêöèé g = (g1(x), . . . , gn(x)) ñ íîðìîé

‖g‖ = max
i=1,2,...,n

[
∞∫

−∞

∞∫

−∞
|gi(x)|2dx1dx2]

1/2.

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ t íîðìà âåêòîð-ôóíêöèè u(t, x)
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

‖u(t, x)‖ = max
i=1,2,...,n

[
∞∫

−∞

∞∫

−∞
|ui(t, x)|2dx1dx2]

1/2.

Â ðàçäåëå 2 ãëàâû 3 áûë ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

∂u(t, x)

∂t
= A(t)

∂2u(t, x)

∂x2
1

+B(t)
∂2u(t, x)

∂x1∂x2
+

+C(t)
∂2u(t, x)

∂x2
2

+ L(t)u(t, x) (4.3)

ïðè óñëîâèÿõ Êîøè
u(t0, x) = u0(x). (4.4)

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì x1 è x2 ê óðàâíåíèþ
(4.3). Íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

U(t, ω1, ω2) = Fu(t, x1, x2) =
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=
1

2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞
u(t, x1, x2) exp{−i(ω1x1 + ω2x2)}dx1dx2;

u(t, x1, x2) = F−1U(t, ω1, ω2) =

=
1

2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞
U(t, ω1, ω2) exp{i(ω1x1 + ω2x2)}dω1dω2.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè ω1, ω2 :

∂U(t, ω)

∂t
= S(t, ω)U(t, ω), (4.5)

ãäå ω = (ω1, ω2), S(t, ω) = {sij(t, ω)}, i, j = 1, 2, . . . , n, sij(t, ω) =
= −(aij(t)ω

2
1+ +bij(t)ω1ω2 + cij(t)ω

2
2) + lij(t), i, j = 1, 2, . . . , n.

Ñèñòåìó (4.5) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè (ω1, ω2). Àñèìïòîòè÷åñêóþ
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.5) áóäåì èññëåäîâàòü â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn ñ íîðìîé

‖U(t, ω1, ω2)‖∞ = max
1≤i≤n |ui(t, ω1, ω2)|, ‖U(t, ω1, ω2)‖1 =

n∑

i=1
|ui(t, ω1, ω2)|.

Íèæå, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïåðâàÿ íîðìà. Äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ïèñàòü ‖U(t)‖∞ âìåñòî ‖U(t, ω1, ω2)‖∞.

Â ðàçäåëå 2 ãëàâû 3 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ t ≥ T (T− ïðîèçâîëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè)

U(t, ω) = eS(T,ω)U(T, ω) +
t∫

T

eS(T,ω)(t−τ)F (τ, U(τ))dτ, (4.6)

ãäå F (τ, U(τ)) = (S(τ, ω)− S(T, ω))U(t, ω).
Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî Λ(S(T, ω)) < −α, α = const

äëÿ ëþáûõ T ≥ t0 è −∞ < ω1, ω2 < ∞. Èç óðàâíåíèÿ (4.6) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε(ε > 0) ñóùåñòâóåò èíòåðâàë T ≤ t ≤ T + ∆T, â
êîòîðîì

‖U(t, ω)‖∞ ≤ e−(α−ε)(t−T )‖U(T, ω)‖∞ ≤ ‖U(T, ω)‖∞. (4.7)

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (4.7) ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ ω1, ω2 (−∞ <
< ω1, ω2 <∞).
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Â ðàçäåëå 2 ãëàâû 3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â ïðîñòðàí-
ñòâå X.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Áðîêåòòà äëÿ ñèñòåì óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äîñòàòî÷íî íàéòè ìàòðèöó K(t), òàêóþ, ÷òî
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû

−A(t)ω2
1 −B(t)ω1ω2 − C(t)ω2

2 + L(t)K(t)M(t)

íåîòðèöàòåëüíà è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Λ(−A(t)ω2
1 −B(t)ω1ω2 − C(t)ω2

2 + L(t)K(t)M(t)) ≤ −α, α > 0,

íåçàâèñèìî îò ïàðàìåòðîâ ω1, ω2 (−∞ < ω1, ω2 <∞).
Â ãëàâå 1 áûëî îòìå÷åíî, ÷òî Λ(A+B) ≤ Λ(A) + Λ(B).
Ñëåäîâàòåëüíî, Λ(−A(t)ω2

1 −B(t)ω1ω2 − C(t)ω2
2 + L(t)K(t)M(t)) ≤

≤ Λ(−A(t)ω2
1 −B(t)ω1ω2 − C(t)ω2

2) + Λ(L(t)K(t)M(t)).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ(−A(t)ω2

1 −B(t)ω1ω2−C(t)ω2
2) ≤ β <∞ íåçàâè-

ñèìî îò −∞ < ω1, ω2 <∞.

Ïóñòü −α + β < 0, α > 0.
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî S1 ìàòðèö D(t), òàêèõ, ÷òî Λ(D(t)) < −α.
Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Áðîêåòòà íåîáõîäèìî ðåøèòü îïåðàòîðíîå

óðàâíåíèå
L(t)K(t)M(t) = D(t), (4.8)

ãäå D(t) ∈ S1.

Åñëè ìàòðèöû L(t) è M(t) îáðàòèìû, óðàâíåíèå (4.8) èìååò ðåøåíèå

K(t) = L−1(t)S(t)M−1(t),

è ïðîáëåìà Áðîêåòòà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöû L(t) è M(t) íå èìåþò îáðàòíûõ.

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Ïóñòü L−1

0 (t)− ïîëóîáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ ìàòðèöû L(t).ÏóñòüM−1
0 (t)−

ïîëóîáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ ìàòðèöû M(t).
Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîé ìàòðèöû C(t) ñóùåñòâóåò ïîëóîáðàòíàÿ

ìàòðèöà C−1
0 (t). Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû C(t) ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâóþ è

ëåâóþ àííóëèðóþùèå ìàòðèöû C̃−1
l (t) è C̃−1

r (t).
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Λ(−A(t)ω2

1−B(t)ω1ω2−
−C(t)ω2

2) ≤ β <∞ äëÿ ëþáûõ ω1, ω2, −∞ < ω1, ω2 <∞. Ïóñòü L−1
0 (t) è

165



M−1
0 (t)− ïîëóîáðàòíûå ìàòðèöû äëÿ ìàòðèö L(t) è M(t). Äëÿ àñèìïòî-

òè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ê òðèâèàëüíîìó íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû D(t) ∈ S1, Λ(D(t) ≤ −α,
α > β, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

L(t)L−1
0 (t)D(t) = D(t); D(t)M−1

0 (t)M(t) = D(t).

Òîãäà ìàòðèöà K(t) = L−1
0 (t)D(t)M−1

0 (t) ðåàëèçóåò àñèìïòîòè÷åñêóþ
ñòàáèëèçàöèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ê òðèâèàëüíîìó.

Â ðàçäåëå 2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àííóëèðóþùèå ëåâûå è ïðàâûå ìàò-
ðèöû ê ìàòðèöå C èìåþò âèä

C̃−1
l = I − CC−1

0 , C̃−1
r = I − C−1

0 C,

ãäå I− åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Äëÿ n × m-ìàòðèö ëåâûå è ïðàâûå àííóëèðóþùèå ìàòðèöû C̃−1

l è
C̃−1
r èìåþò âèä C̃−1

l = In − CC−1
0 è C̃−1

r = Im − C−1
0 C. Çäåñü In− n× n-

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 4.1.
Óìíîæàÿ óðàâíåíèå L(t)K(t)M(t) = D(t) íà L̃−1

l , èìååì:

L(t)L−1
0 (t)D(t) = D(t). (4.9)

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå L(t)K(t)M(t) = D(t) íà M̃−1
r , èìååì:

D(t) = D(t)M−1
0 (t)M(t). (4.10)

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 4.1 äîêàçàíà.
Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû 4.1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4.9) è (4.10). Èç ýòèõ óñëîâèé

ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà K(t) = L−1
0 D(t)M−1

0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
L(t)K(t)M(t) = D(t). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü îïåðàòîð Re(−A(t)ω2

1 − B(t)ω1ω2 − C(t)ω2
2) ≤

≤ β <∞ äëÿ ëþáûõ ω1, ω2 (−∞ < ω1, ω2 <∞). Ïóñòü L−1
0 (t) èM−1

0 (t)−
ïîëóîáðàòíûå ìàòðèöû äëÿ ìàòðèö L è M. Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáè-
ëèçàöèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ê òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû D ∈ S2, σ(ReD) ≤ −α, α < β, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

L(t)L−1
0 (t)D(t) = D(t); D(t)M−1

0 (t)M(t) = D(t).

166



Òîãäà ìàòðèöà K(t) = L−1
0 (t)D(t)M−1

0 (t) îñóùåñòâëÿåò àñèìïòîòè÷å-
ñêóþ ñòàáèëèçàöèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.1) ê òðèâèàëüíîìó
ðåøåíèþ.

5. Ïðîáëåìà Áðîêåòòà äëÿ ëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì

Ð. Áðîêåòòîì [117] áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ïðîáëåìà ñòàáèëèçàöèè íåïðå-
ðûâíûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ íåñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé.

Äèñêðåòíûé àíàëîã ýòîé ïðîáëåìû ñôîðìóëèðîâàí â [72] ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Äàíà òðîéêà ìàòðèö A,B,C. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ìàòðèöà
K(n), òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà

x(n+ 1) = Ax(n) +BK(n)Cx(n), (5.1)

x ∈ Rl, n = 0, 1, . . . , ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.
Â ðàáîòå [72] â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû Kj, j = 1, 2,

òàêèå, ÷òî ñèñòåìû

x(n+ 1) = (A+BKjC)x(n), j = 1, 2,

èìåþò óñòîé÷èâûå ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ Lj è èíâàðèàíòíûå ëèíåé-
íûå ìíîãîîáðàçèÿ Mj, óäîâëåòâîðÿþùèå ðÿäó äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé,
äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöû K(n), îñóùåñòâëÿþ-
ùåé àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòàáèëèçàöèþ ê íóëþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(5.1).

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö K(n)
äëÿ ñòàáèëèçàöèè ê íóëþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

x(n+ 1) = A(n)x(n) +B(n)K(n)C(n)x(n). (5.2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1 ìíîæåñòâî l × l-ìàòðèö ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåí-
òàìè, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ëåæàò âíóòðè îêðóæíîñòè ðàäèóñà
d, d < 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S2 ìíîæåñòâî l × l-ìàòðèö, s-÷èñëà êîòîðûõ
ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. ×åðåç S3 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî l× l-ìàòðèö
{Bβ}, òàêèõ, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèå íîðìû ìàòðèö {lnBβ} Λ(lnBβ) < 0.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü ìàòðèöû B(n) è C(n) îáðàòèìû ïðè êàæäîì n,

n = 0, 1, . . . , ìàòðèöà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S1. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö K(n), îñóùåñòâëÿþùàÿ ñòàáèëèçàöèþ ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (5.2) ê íóëþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

A(n) +B(n)K(n)C(n) = D. (5.3)

Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàò-
ðèö K(n), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (5.3):
K(n) = B−1(n)(D − A(n))C−1(n).

Òàê êàê ìàòðèöû A(n) + B(n)K(n)C(n) = D, à D− ìàòðèöà ñ ïî-
ñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè è ñïåêòðîì, ñîñðåäîòî÷åííûì âíóòðè åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.2)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü ìàòðèöû B(n) è C(n) îáðàòèìû ïðè êàæäîì n,

n = 0, 1, . . . , ; ìàòðèöà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S2. Òîãäà ñóùåñòâóþò
ìàòðèöû K(n), n = 0, 1, . . . , îñóùåñòâëÿþùèå ñòàáèëèçàöèþ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (5.2) ê íóëþ.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü ìàòðèöû B(n) è C(n) îáðàòèìû ïðè êàæäîì n,

n = 0, 1, . . . , ; ìàòðèöà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S3. Òîãäà ñóùåñòâóþò
ìàòðèöû K(n), n = 0, 1, . . . , îñóùåñòâëÿþùèå ñòàáèëèçàöèþ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (5.2) ê íóëþ.

Çàìå÷àíèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåì 5.1− 5.3 ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.2) èìååò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñòàáèëèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé K(n),
n = 0, 1, . . . . Âûáîð êîíêðåòíîé ñòàáèëèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1)
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöû B(n) è C(n) íåîáðàòèìû. Êðîìå òîãî,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà C(n) èìååò ðàçìåð l1 × l, ìàòðèöà K(n)−
l2× l1, à ìàòðèöà B(n)− l× l2. Îòìåòèòü, ÷òî l1 è l2 ìîãóò çàâèñåòü îò n,
íî òàê êàê ýòî íå âëèÿåò íà äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ, òî áóäåì ñ÷èòàòü
÷òî l1 è l2 ïîñòîÿííû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (B0(n))−1 ïîëóîáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ ìàòðèöûB(n).
Êàæäîé ìàòðèöå B(n) ðàçìåðà l1× l ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åå
ëåâûå è ïðàâûå àííóëèðóþùèå ìàòðèöû

B̃−1
l = Il −B(n)(B0(n))−1, B̃−1

r = Il1 − (B0(n))−1B(n).

Çäåñü Il è Il1− åäèíè÷íûå ìàòðèöû ðàçìåðà l× l, l1× l1 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâ ñòàáèëèçèðóþùèõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü (B0(n))−1 è (C0(n))−1− ïîëóîáðàòíûå ìàòðèöû
äëÿ B(n) è C(n). Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ñòàáèëèçàöèÿ êëàññà S2,

S3, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìàòðèöD(n), ïðèíàäëåæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî êëàññó S2, S3, äëÿ êîòîðîé
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

B(n)(B0(n))−1D1(n) = D1(n);

D1(n)(C0(n))−1C(n) = D1(n),

ãäå D1(n) = D(n)− A(n).
Òîãäà ìàòðèöû K(n) = (B0(n))−1D1(n)(C0(n))−1 îñóùåñòâëÿþò ñòà-

áèëèçàöèþ ñèñòåìû (5.1), ïðèâîäÿùóþ ê òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñóùåñòâèìîñòè àñèìïòîòè÷å-

ñêîé ñòàáèëèçàöèè ê íóëþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1) íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû K(n) è D(n) (D(n) ∈ S2, S3), ÷òî

A(n) +B(n)K(n)C(n) = D(n).

Îòìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü â öåëîì ñèñòåìû

X(n+ 1) = DX(n)

ïðè D ∈ S1 ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì (ïðèâåäåííûì â ðàçäåëå
3 ãëàâû 2), à ïðè D(n) ∈ S2, S3 ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò
èç ëåìì 3.1, 3.2 ãëàâû 2 è ñëåäñòâèÿ ê ïîñëåäíåé ëåììå. Äîêàæåì íåîáõî-
äèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ìàòðèöûK(n) èD(n), îñó-
ùåñòâëÿþùèå àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòàáèëèçàöèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.2).
Òîãäà, óìíîæèâ óðàâíåíèå

B(n)K(n)C(n) = D1(n), (5.4)

ãäå K(n) = (B0(n))−1D1(n)(C0(n))−1 íà ëåâóþ àííóëèðóþùóþ ìàòðèöó
B̃−1
l , èìååì:

B(n)(B0(n))−1D1(n) = D1(n).

Óìíîæèâ ñèñòåìó (5.4 ) íà ïðàâóþ àííóëèðóþùóþ ìàòðèöó C̃−1
r , èìå-

åì:
D1(C0(n))−1C(n) = D1(n).
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Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

D1(n) = B(n)(B0(n))−1D1(n);D1(n) = D1(n)(C0(n))−1C(n), (5.5)

ãäå D1(n) = D(n)− A(n).
Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà K(n), òàêàÿ, ÷òî

B(t)K(n)C(n) = D1(n). (5.6)

Ïîëàãàÿ,
K(n) = (B0(n))−1D1(n)(C0(n))−1

è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (5.5), ïðåâðàùàåì (5.6) â òîæäåñòâî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îáîáùåííàÿ ïðîáëåìà Áðîêåòòà â ñëó÷àå ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâ-

íåíèé ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

x(n+ 1) = A(n)x(n) +
m∑

i=1
Bi(n)Ki(n)Ci(n)x(n), (5.7)

n = 0, 1, . . . , ãäå A(n), Bi(n), Ci(n)− äàííûå l × l-ìàòðèöû, x(n) =
= (x1(n), . . . , xl(n)).

Òðåáóåòñÿ íàéòè íàáîð ìàòðèö Ki(n), i = 1, 2, . . . ,m, îñóùåñòâëÿþ-
ùèõ ñòàáèëèçàöèþ ê íóëþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.7).

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü ìàòðèöû Bi(n), Ci(n) îáðàòèìû ïðè ëþáîì i,

i = 1, 2, . . . ,m. Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íàáîðîâ ìàòðèö
Ki(n), i = 1, 2, . . . ,m, îñóùåñòâëÿþùèõ àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòàáèëèçàöèþ
ñèñòåìû (5.1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöû Bi(n) è Ci(n) íå èìåþò
îáðàòíûõ.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü (Bk,0(n))−1 è (Ck,0(n))−1− ïîëóîáðàòíûå ìàòðè-
öû äëÿ Bk(n) è Ck(n), k = 1, 2, . . . ,m, n = 0, 1, . . . . Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùå-
ñòâîâàëà ñòàáèëèçàöèÿ êëàññà S2 èëè S3, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëà òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèöD(n) (D(n) ∈ S2 èëè S3)
è ÷èñåë λj(n), j = 1, 2, . . . ,m, n = 0, 1, . . . , λj(n) ≥ 0,

m∑
j=1

λj(n) = 1, ïðè
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Bj(n)(Bj,0(n))−1Dj(n) = Dj(n);
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Dj(n)(Cj,0(n))−1Cj(n) = Dj(n),

j = 1, 2, . . . ,m, ãäå Dj(n) = λj(n)(D(n) − A(n)), j = 1, 2, . . . ,m. Òîãäà
ìàòðèöû Kj(n) = (Bj,0(n))−1Dj(n)(Cj,0(n))−1, j = 1, 2, . . . ,m, îñóùåñòâ-
ëÿþò ñòàáèëèçàöèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.7), ïðèâîäÿùóþ ê òðèâèàëü-
íîìó ðåøåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìàòðèöó, ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ââåäåì íàáîð êîíñòàíò λi, òàêèõ, ÷òî λi ≥ 0,
m∑
i=1

λi = 1. Òîãäà ñèñòåìó
(5.7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(n+ 1) =
m∑

j=1
Aj(n)x(n) +

m∑

j=1
Bj(n)Kj(n)Cj(n)x(n), (5.8)

ãäå Aj(n) = λjA(n).
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

Aj(n) +Bj(n)Kj(n)Cj(n) = λjD, j = 1, 2, . . . ,m.

Î÷åâèäíî,

Kj(n) = (Bj(n))−1(λjD − Aj(n))(Cj(n))−1 j = 1, 2, . . . ,m.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿKj(n), j = 1, 2, . . . ,m, â ñèñòåìó (5.8), ïðèõîäèì
ê ñèñòåìå óðàâíåíèé: x(n + 1) = Dx(n), àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
êîòîðîé ñëåäóåò èç óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà ñïåêòð ìàòðèöû D.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.6 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äîêàçàòåëüñòâ

òåîðåì 5.4 è 5.5 è ïîýòîìó îïóñêàåòñÿ.

6. Ïðîáëåìà Áðîêåòòà äëÿ íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì

Ïðîáëåìó Áðîêåòòà äëÿ íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äàíû l×l-ìàòðèöûA(n) èB(n) è âåêòîð-ñòîëáåö C(n, x1(n), . . . , xl(n)).
Òðåáóåòñÿ íàéòè l× l-ìàòðèöó K(n), ñòàáèëèçèðóþùóþ ê íóëþ ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé

X(n+ 1) = A(n)X(n) +B(n)K(n)C(n,X(n)). (6.1)
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Çäåñü X(n) = (x1(n), . . . , xl(n)).
Ïðåäñòàâèì ýëåìåíòû ci(n,X(n)), i = 1, 2, . . . , l, âåêòîðà-ñòîëáöà

C(n,X(n)) = (c1(n,X(n)), . . . , cl(n,X(n)) â âèäå ñóììû

ci(n,X(n)) =
l∑

j=1

∗λij
ci(n, x1(n), . . . , xl(n))

xj(n)
xj(n), (6.2)

ãäå ∑∗
j îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî òàêèì çíà÷åíèÿì j, ïðè êîòîðûõ xj(n) 6=

6= 0, 0 ≤ λij,
l∑

j=1
∗λij = 1.

Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì (6.2) ñèñòåìå óðàâíåíèé (6.1) ìîæíî ïî-
ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

X(n+ 1) = A(n)X(n) +B(n)K(n)C∗({λ∗ij}l1, n)X(n), (6.3)

ãäå C∗({λ∗ij}l1, n)− ìàòðèöà, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó ìàòðèö
C∗({λij}l1, n), ýëåìåíòû êîòîðûõ èìåþò âèä

c∗({λij}l1, n) =




λij

ci(n,X(n))
xj(n) , xj(n) 6= 0

0, xj(n) = 0.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ìàòðèöû B(n) îáðàòèìû ïðè êàæäîì n;
2) ïðè êàæäîì n ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð êîíñòàíò λ∗ij(n), i, j = 1, 2, . . . , l,

λ∗ij(n) ≥ 0,
l∑

j=1
∗λ∗ij(n) = 1, ÷òî ìàòðèöû C∗({λ∗ij(n)}l1, n) îáðàòèìû;

3) ìàòðèöà D, ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ìíîæåñòâ S1, S2, S3.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà K(n), îñóùåñòâëÿþùàÿ ñòàáèëèçàöèþ ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.1) ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ìàòðèöàD ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S1. Ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå (A(n)+B(n)K(n)C∗({λ∗ij(n)}, n))X(n) = D. Èç óñëî-
âèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî K(n) = B(n)−1(D − A(n))(C∗({λ∗ij(n)}, n))−1.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé X(n+ 1) = DX(n) â ñëó÷àå, êîãäà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S1

äîêàçàíà â ðàçäåëå 3 ãëàâû 2.
Ñëó÷àè, êîãäà ìàòðèöû C∗({λ∗ij}l1, n) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâàì S2, S3,

èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èññëåäóåì ñòàáèëèçàöèþ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé

â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.1), êîòîðóþ ïðåäñòàâèì â âèäå ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé

X(n+ 1) = A(n)X(n) +B(n)K(n)C∗(n, {λ∗ij}l1)X(n),

ãäå {λ∗ij}l1− îäèí èç âîçìîæíûõ íàáîðîâ {λij}l1.
Ïðåäëîæèì, ÷òî ìàòðèöû B(n) è C∗(n, {λ∗ij}l1) íåîáðàòèìû. Â ýòîé

ñèòóàöèè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü ìàòðèöû B(n) è C∗(n, {λ∗ij}l1) íåîáðàòèìû; ìàò-

ðèöà D(n) ïðè êàæäîì n ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ìíîæåñòâ S2, S3. Òî-
ãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ñòàáèëèçàöèÿ ê íóëþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (6.1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ìàòðèö D(n), ïðèíàäëåæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî êëàññó S2, S3,

è íàáîðû {λij}l1, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

B(n)(B0(n))−1D1(n) = D1(n);

D1(n)(C∗
0(n, {λ∗ij}l1))−1C∗(n, {λ∗ij}l1) = D1(n),

ãäå D1(n) = D(n)− A(n).
Òîãäà ìàòðèöû

K(n) = (B0(n))−1D1(n)(C∗
0(n, {λ∗ij}l1))−1

îñóùåñòâëÿþò ñòàáèëèçàöèþ ê íóëþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6.1).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äîêàçàòåëüñòâ òåî-

ðåì 6.1 è 5.2 è ïîýòîìó îïóñêàåòñÿ.
Îáîáùåííàÿ ïðîáëåìà Áðîêåòòà äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ ðàçíîñò-

íûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äàíà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

x(n+ 1) = A(n, x(n)) +
m∑

i=1
Bi(n)Ki(n)Ci(n, x(n)), (6.4)

n = 0, 1, . . . , i = 1, 2, . . . ,m, ãäåBi(n)− çàäàííûå l×l-ìàòðèöû,A(n, x(n)),
Ci(n, x(n)), i = 1, 2, . . . ,m,− l-ìåðíûå âåêòîð-ñòîëáöû, x(n) = (x1(n), . . . ,
xl(n)), n = 0, 1, . . . .

Ïóñòü A(n, 0) = 0, Ci(n, 0) = 0, i = 1, 2, . . . ,m. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Ki(n), i = 1, 2, . . . ,m, îñóùåñòâëÿþùèõ àñèìï-
òîòè÷åñêóþ ñòàáèëèçàöèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.4) ê òðèâèàëü-
íîìó ðåøåíèþ.

173



Ïðåäñòàâèì ýëåìåíòû ai(n, x(n)), i = 1, 2, . . . , l, âåêòîðà
A(n, x(n)) = (a1(n, x(n)), . . . , al(n, x(n)) â âèäå ñóììû

ai(n, x(n)) =
l∑

j=1

∗αij(n)
ai(n, x1(n), . . . , xl(n))

xj(n)
xj(n), (6.5)

ãäå ∑
j

∗ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì çíà÷åíèÿì j, ïðè êîòîðûõ xj(n) 6=

6= 0, αij(n) ≥ 0,
l∑

j=1
∗αij(n) = 1 ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , l.

Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëÿåì ýëåìåíòû cij(n, x(n)), i = 1, 2, . . . ,m, i, j =
= 1, 2, . . . , l, âåêòîðà-ñòîëáöà Ci(n, x(n)) = (ci1(n, x(n)), . . . , cil(n, x(n))),
i, j = 1, 2, . . . , l, â âèäå ñóììû

cij(n, x(n)) =
l∑

k=1

∗γijk(n)
cij(n, x1(n), . . . , xl(n))

xk(n)
xk(n), (6.6)

ãäå γijk(n) ≥ 0,
l∑

k=1
∗γijk(n) = 1 ïðè âñåõ i, j = 1, 2, . . . , l, n = 0, 1, . . . .

Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèÿìè (6.5) è (6.6), ñèñòåìå óðàâíåíèé (6.4) ìîæ-
íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

x(n+ 1) =

= A∗({α∗ij(n)}l1, n)x(n) +
l∑

i=1
Bi(n)Ki(n)C∗

i ({γ∗ijk(n)}l1, n)x(n), (6.7)

ãäå A∗({α∗ij(n)}l1, n) è C∗({γ∗ijk(n)}l1, n)− ìàòðèöû, ïðèíàäëåæàùèå ìíî-
æåñòâàì ìàòðèö A∗({αij(n)}l1, n) è C∗({γijk(n)}l1, n), i = 1, 2, . . . ,m, ýëå-
ìåíòû êîòîðûõ èìåþò âèä

a∗ij({αij(n)}l1, n) =




αij(n)ai(n,x(n))

xj(n) , xj(n) 6= 0,

0, xj(n) = 0;

c∗ijk({γij(n)}l1, n) =




γijk(n)cij(n,x(n))

xk(n) , xk(n) 6= 0,

0, xk(n) = 0.

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü ìàòðèöû Bi(n) è C∗
i (n, {λ∗ijk(n)}l1) íåîáðàòèìû.

Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ñòàáèëèçàöèÿ ê íóëþ ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (6.4), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö D(n), ïðèíàäëåæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî êëàñ-
ñó S2, S3, è íàáîðû {α∗ij(n)}l1 è {λ∗ijk(n)}l1, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ðà-
âåíñòâà Di(n)(C∗

0,i{γ∗ijk(n)}l1), n)−1C∗
i ({γ∗ijk(n)}l1, n) = Di(n),
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Bi(n)(B0,i(n))−1Di(n) = Di(n), i = 1, 2 . . . ,m, ãäå
Dk(n) = λkD(n)− λkA

∗({α∗ij(n)}l1, n), λk ≥ 0,
∑m
k=1 λk = 1.

Òîãäà ìàòðèöû Kj(n) = (B0,j(n))−1Dj(n)(C∗
0({γ∗ijk(n)}l1, n))−1,

j = 1, . . . ,m, îñóùåñòâëÿþò ñòàáèëèçàöèþ ê íóëþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(6.4).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.3 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äîêàçàòåëüñòâ
òåîðåìû 6.2 è òåîðåìû 5.5 è ïîýòîìó îïóñêàåòñÿ.
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Ã ë à â à 5

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÍÅÉÐÎÍÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

1. Íåéðîííûå ñåòè Õîïôèëäà

Ïðåäëîæåíû êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè íåéðîííûõ ñåòåé Õîïôèëäà ñ
íåïðåðûâíûìè è ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòÿìè, ôóíêöèîíèðîâàíèå êîòî-
ðûõ îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Êðè-
òåðèè îñíîâàíû íà èññëåäîâàíèè çíàêà ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû ñïåöè-
àëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííîé ìàòðèöû.

1.1. Ââåäåíèå

Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé âñå áîëüøåå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ íåéðîííûõ ñåòåé è èõ ïðèìåíåíèþ ê ðåøåíèþ
çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìîäåëèðîâàíèÿ [38], [43]. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè íåéðîííûõ
ñåòåé. Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè íåéðîííûõ ñåòåé ìîæíî âûäåëèòü
äâà îòäåëüíûõ êëàññà ñåòåé: ñåòè ñ íåïðåðûâíûìè íåëèíåéíûìè ýëåìåí-
òàìè è ñåòè ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè íåéðîííûõ ñåòåé ñ íåïðåðûâíûìè íåëèíåéíûìè
ýëåìåíòàìè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêèìè îïðåäåëåíèÿìè óñòîé-
÷èâîñòè, ïðèâåäåííûìè â ãëàâå 1. Ïðè ðàññìîòðåíèè íåéðîííûõ ñåòåé ñ
ðàçðûâíûìè íåëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëå-
íèÿìè óñòîé÷èâîñòè, ââåäåííûìè ïðè èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ [103].

Íàïîìíèì, ñëåäóÿ [103], îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè è óñòîé÷èâîñòè èõ ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé â âåêòîðíîé çàïèñè
dx

dt
= f(t, x), (1.1)

ãäå f(t, x)− êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (èëè âåêòîð-ôóíêöèÿ) â îá-
ëàñòè Ω, x ∈ Rn; M− ìíîæåñòâî ìåðû íóëü òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè
f(t, x).
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Êàæäîé òî÷êå (t, x) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî F (t, x) â
n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ìíîæåñòâî ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Åñëè â òî÷êå (t, x) ôóíêöèÿ f(t, x) íåïðåðûâíà, òî ìíîæåñòâî F (t, x) ñî-
ñòîèò èç îäíîé òî÷êè, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f(t, x). Åñëè æå (t, x)− òî÷êà
ðàçðûâà ôóíêöèè f , òî ìíîæåñòâî F (t, x) çàäàåòñÿ ñïîñîáîì, àäåêâàò-
íûì ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷å. Äëÿ íåéðîííûõ ñåòåé îäèí èç
òàêèõ ñïîñîáîâ îïèñàí â ðàçäåëå 1.5.

Îïðåäåëåíèå 1.1 [103]. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) íàçûâàåòñÿ ðåøå-
íèå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

dx

dt
∈ F (t, x), (1.2)

ò. å. àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t), îïðåäåëåííàÿ íà èí-
òåðâàëå èëè îòðåçêå I, äëÿ êîòîðîé ïî÷òè âñþäó íà I âûïîëíÿåòñÿ âêëþ-
÷åíèå dx

dt ∈ F (t, x).
Îïðåäåëåíèå 1.2 [103]. Ðåøåíèå x = ϕ(t), t0 ≤ t <∞, äèôôåðåíöè-

àëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.2) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî òàêîãî x̃0, ÷òî |x̃0 − ϕ(t0)| < δ,

êàæäîå ðåøåíèå x̃(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x̃(t0) = x̃0 ïðè t0 ≤ t < ∞
ñóùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|x̃(t)− ϕ(t)| < ε, t0 ≤ t <∞.

Îïðåäåëåíèå 1.3 [103]. Ðåøåíèå x = ϕ(t), t0 ≤ t <∞, äèôôåðåíöè-
àëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.2) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè
îíî óñòîé÷èâî è, êðîìå òîãî, lim

t→∞ |x̃(t)− ϕ(t)| = 0.
Îïðåäåëåíèå 1.4. Ðåøåíèå x = ϕ(t), t0 ≤ t < ∞, äèôôåðåíöèàëü-

íîãî âêëþ÷åíèÿ (1.2) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì â öåëîì, åñëè îíî àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè x0 ∈ Rn.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè íåéðîí-
íûå ñåòè Õîïôèëäà, ôóíêöèîíèðîâàíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìàìè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dxi
dt

=
n∑

j=1
aijvj − bixi + ci; vi = gi(xi),

i = 1, 2, . . . , n, ãäå xi− òåêóùåå ñîñòîÿíèå i-ãî íåéðîíà; vj− òåêóùåå ñî-
ñòîÿíèå j-ãî âõîäà íà i-ì íåéðîíå; aij− êîýôôèöèåíò ñâÿçè j-ãî íåéðîíà
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ñ i-ì; bi− êîýôôèöèåíò îáðàòíîé ñâÿçè, bi > 0; ci− âíåøíåå âîçäåéñòâèå
íà i-é íåéðîí; gi(xi)− íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðåàêöèþ
i-ãî íåéðîíà íà èçìåíåíèå åãî ñîñòîÿíèÿ.

Õîïôèëäîì ðàññìàòðèâàëèñü ñèììåòðè÷íûå íåëèíåéíûå ôóíêöèè g(x)
(g(−x) = −g(x)), êîòîðûå ìîãëè áûòü è ðàçðûâíûìè: g(x) = sgnx.

Õîïôèëäîì èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ñåòåé. Äëÿ ýòîãî èì áûëà
ââåäåíà ôóíêöèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ýíåðãèè

E = −1

2

n∑

i=1

n∑

j=1
aijvivj +

n∑

i=1
bi

vi∫

0

g−1(σ)dσ −
n∑

i=1
civi.

Â ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà A = {aij} ñèììåòðè÷íàÿ, à ôóíêöèè vi, i =
= 1, 2, . . . , N, íåïðåðûâíû, Õîïôèëäîì ïîêàçàíî [122] (ïîäðîáíîå äîêà-
çàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [119]), ÷òî ñèñòåìà (1.1) ñõîäèòñÿ ê îäíîìó èç
óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì êàæäîå òàêîå ñîñòîÿíèå ðàâ-
íîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè âû÷èñëèòåëü-
íîé ýíåðãèè.

Óñòîé÷èâîñòü íåéðîííûõ ñåòåé, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåìè âèäà
dxi
dt

= −cixi +
n∑

j=1
aijϕj(xj), (1.3)

i = 1, 2, . . . , n, è óðàâíåíèÿìè áîëåå îáùåãî âèäà
dxi
dt

= −cixi −
n∑

j=1
aij

n∑

k=1
ajkgk(xk), (1.4)

i = 1, 2, . . . , n, âòîðûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà áûëà èññëåäîâàíà â [51] â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè gk(x), k = 1, 2, . . . , N, íåïðåðûâíû.

Â ÷àñòíîñòè, â [51] äîêàçàíî, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.3) àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì, åñëè êîýôôèöèåíòû ci > 0, i = 1, 2, . . . , n,
ìàòðèöà îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, à ôóíêöèè ϕj(xj), j = 1, 2, . . . , n,
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1) êàæäàÿ ôóíêöèÿ ϕj(xj) âñþäó îïðåäåëåíà ïðè −∞ < xj < ∞,

íåïðåðûâíà è îäíîçíà÷íà.
2) êàæäàÿ ôóíêöèÿ ϕj(xj) ðàñïîëîæåíà ñòðîãî â ïåðâîì è òðåòüåì

îêòàíòàõ, ïðè÷åì âñþäó ïðè xj 6= 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà xjϕj(xj) >
> 0, j = 1, 2, . . . , n.

3) lim|xj |→∞
∫ xj

0 ϕj(ρ)dρ = +∞, j = 1, 2, . . . , n.

178



Óñòîé÷èâîñòü íåéðîííûõ ñåòåé ñ ðàçðûâíûìè ôóíêöèÿìè gi(x), i =
= 1, 2, . . . , N, èññëåäîâàëàñü â [32], [87].

Â [32] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

gi(x) = g(x) =





1, x > 0,
0, x < 0,

i = 1, 2, . . . , N, è äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåéðîííîé ñåòè ïðåäëà-
ãàåòñÿ ìåòîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ìàæîðèðîâàíèè íåëèíåéíîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (1.3) êîíñòàíòîé è äàëüíåéøèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðà-
âåíñòâà.

Â [87] âòîðûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé
óðàâíåíèé âèäà (1.3) ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè, à òàêæå
óñòîé÷èâîñòü ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ.

Ïîäðîáíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íåéðîííûõ ñåòåé, â òîì ÷èñëå íåé-
ðîííûõ ñåòåé Õîïôèëäà, ïðèâåäåí â êíèãå [119], ãäå ðàññìîòðåíà óñòîé-
÷èâîñòü íåéðîííûõ ñåòåé ïðè ðàçëè÷íûõ ôóíêöèÿõ àêòèâàöèè, ïðè÷åì
èññëåäîâàíà êàê óñòîé÷èâîñòü â öåëîì, òàê è óñòîé÷èâîñòü îòäåëüíûõ
òî÷åê ïîêîÿ. Îñíîâíûì àïïàðàòîì, èñïîëüçîâàííûì â [119] ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è ôóíêöèè ýíåðãèè.

Â [119] ïðèâåäåíà îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî óñòîé÷èâîñòè íåéðîí-
íûõ ñåòåé, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè è ðàçíîñòíûìè óðàâíåíè-
ÿìè.

1.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó íåéðîííûõ ñå-
òåé, ôóíêöèîíèðîâàíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè

dxi
dt

= −cixi +
n∑

j=1
gij(xj), i = 1, 2, . . . , n, (1.5)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

xi(t0) = x0
i , i = 1, 2, . . . , n. (1.6)

Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ íåéðîííûå ñåòè ñ íåïðåðûâíûìè è ðàç-
ðûâíûìè ïàðàìåòðàìè.
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Ïîëó÷åíû êðèòåðèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è óñòîé÷èâîñòü â
öåëîì íåëèíåéíûõ íåéðîííûõ ñåòåé âèäà (1.5). Â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ íåé-
ðîííûõ ñåòåé ñ íåïðåðûâíûìè íåëèíåéíîñòÿìè, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé-
÷èâîñòü è óñòîé÷èâîñòü â öåëîì îïðåäåëÿåòñÿ êàê àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé-
÷èâîñòü è óñòîé÷èâîñòü â öåëîì ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùèõ íåéðîííóþ ñåòü. Â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ íåéðîííûõ ñåòåé ñ
ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòÿìè àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü è óñòîé÷è-
âîñòü â öåëîì îïðåäåëÿþòñÿ êàê àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü è óñòîé-
÷èâîñòü â öåëîì äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

1.3. Ñâîéñòâà ðåøåíèé ìîäåëè ñåòè Õîïôèëäà

Íàðÿäó ñ íåéðîííûìè ñåòÿìè Õîïôèëäà, îïèñûâàåìûìè ñèñòåìîé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.5), áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùèå ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dxi
dt

= −cixi + gi(x1, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n, (1.7)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

xi(t0) = x0
i , i = 1, 2, . . . , n. (1.8)

Çäåñü gi(x1, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n,− íåïðåðûâíûå ôóíêöèè;
gi(0, . . . , 0) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.5) ïðåäñòàâèìà â âèäå (1.7), åñëè ïîëîæèòü
gi(x1, . . . , xn) =

n∑
j=1

gij(xj).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(t) ìàòðèöó, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèè:

g∗ij(t) =





gi(x1(t),...,xn(t))
mxj(t)

, xj(t) 6= 0,

lim
u→0

gi(x1(t),...,xj−1(t),u,xj+1(t),...,xn(t))
u , xj(t) = 0,

(1.9)

ãäå m− ÷èñëî ýëåìåíòîâ xj(t) 6= 0 â âåêòîðå (x1(t), . . . , xn(t)).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ïðåäåë ñóùåñòâóåò.
Âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöûG(t).Îïèøåì íåñêîëü-

êî òàêèõ ñïîñîáîâ.
Íàïðèìåð, ôîðìóëà (1.9) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû

g∗ij(t) =





λij(t)
gi(x1(t),...,xn(t))

xj(t)
, xj(t) 6= 0,

lim
u→0

gi(x1(t),...,xj−1(t),u,xj+1(t),...,xn(t))
u , xj(t) = 0,
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ãäå ∑n
j=1 λij ≡ 1, i = 1, 2, . . . , n, ïðè÷åì λij ≥ 0 è ñóììèðîâàíèå ïðî-

âîäèòñÿ ïî òåì çíà÷åíèÿì j, äëÿ êîòîðûõ xj(t) 6= 0. Â ôîðìóëå (1.9)
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî λij = 1/m, i, j = 1, 2, . . . , n.

Â ñëó÷àå, åñëè ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî ìàòðèöó G(t) ìîæíî îïðåäå-
ëèòü èíà÷å. Íàïðèìåð, ýëåìåíòû g∗lk ìàòðèöû G(t) ìîæíî çàäàòü ôîð-
ìóëîé

g∗lk(t) =





gl(0,...,0,xk(t),...,xn(t))−gl(0,...,0,xk+1(t),...,xn(t))
xk(t) , xk(t) 6= 0,

0, xk(t) = 0,
(1.10)

l, k = 1, . . . , n.
Íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû G(t) äàíû ôîðìóëîé

(1.9).
Ââåäåì òåïåðü ìàòðèöó D(t) ñ ýëåìåíòàìè dkl(t), îïðåäåëÿåìûìè ðà-

âåíñòâàìè dkk = −ck + g∗kk(t), dkl = g∗kl(t) ïðè k 6= l.

Òåîðåìà 1.1 [26]. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè dij(t), i, j = 1, 2, . . . , n, íåïðåðûâíû ïðè 0 ≤ t <∞;
2) ñóùåñòâóåò òàêîå r (r > 0), ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x(t) ∈ R(0, r)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Λ(D(t)) < 0 ( Λ(D(t)) < −α, α > 0).
Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.7) óñòîé÷èâà (èëè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-

÷èâà).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå λMReD(τ) = sup σ(ReD(τ)).
Òåîðåìà 1.2 [26]. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè dij(t), i, j = 1, 2, . . . , n, íåïðåðûâíû ïðè 0 < t <∞;
2) ñóùåñòâóåò òàêîå r (r > 0), ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x(t) ∈ R(0, r)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî λM(ReD(t)) < 0 ( λM(ReD(t)) < −α, α > 0).
Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.7) óñòîé÷èâà (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t) íåïðåðûâíóþ

ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ, òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáûõ êàê óãîäíî ìàëûõ ε0 è
ε1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà sup

0≤t<∞
|ϕ(t)| < ε0,

∞∫
0
ϕ(t)dt < ε1.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèè çàäà÷è Êîøè (1.7), (1.8) â ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè t ∈ [T, T + ∆T0], ãäå T− ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
(0 ≤ T <∞), à âåëè÷èíà ∆T0 áóäåò óòî÷íåíà íèæå.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.7) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dxl(t)

dt
= −clxl +

n∑

k=1
g∗lk(T )xk(t)−

n∑

k=1
g∗lk(T )(xk(t)− xk(T ))+
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+gl(x1(t), . . . , xn(t))− gl(x1(T ), . . . , xn(T )), (1.11)

l = 1, 2, . . . , n.
Ñèñòåìà (1.11) â îïåðàòîðíîé ôîðìå èìååò âèä

dX(t)

dt
= D(T )X(t) + F (X(t)), (1.12)

ãäåX(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), F (X(t)) = (f1(X(t)), . . . , fn(X(t)))− âåêòîð
ñ êîìïîíåíòàìè fl(X(t)) = gl(X(t))−gl(X(T ))− n∑

k=1
g∗lk(T )(xk(t)−xk(T )),

l = 1, 2, . . . , n.
Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.12), (1.8) ïðè t ≥ T èìååò âèä

X(t) = eD(T )(t−T )X(T ) +
t∫

T

eD(T )(t−s)F (X(s))ds.

Ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, èìååì:

‖X(t)‖ ≤ eΛ(D(T ))(t−T )‖X(T )‖+

+
t∫

T

eΛ(D(T ))(t−s)‖F (X(s))‖ds. (1.13)

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ ôóíêöèè gl(x1(t), . . . , xn(t)), l = 1, 2, . . . , n,
íåïðåðûâíû, òî íàéäåòñÿ òàêîå ∆T ∗0 , ÷òî â ïðîìåæóòêå âðåìåíè T ≤ t ≤
≤ T + ∆T ∗0

‖F (X(t))‖ ≤ 1

2
ϕ(t)‖X(t)‖. (1.14)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ‖X(T )‖ 6= 0, òàê êàê åñëè X(T ) = 0, òî
èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ.

Ââåäåì ôóíêöèþ

ψ(t) = e−Λ(D(T ))t‖X(t)‖.
Òîãäà èç íåðàâåíñòâ (1.13) è (1.14) ñëåäóåò, ÷òî íà ñåãìåíòå [T, T +

+ ∆T ∗0 ] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ψ(t) ≤ ψ(T ) +
1

2

t∫

T

ψ(s)ϕ(s)ds.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà, ïðèâåäåí-
íûì â ãëàâå 1, èìååì

ψ(t) ≤ ψ(T )e
1
2

t∫
T

ϕ(s)ds
.

Âîçâðàùàÿñü ê íîðìàì, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó:

‖X(t)‖ ≤ exp{Λ(D(T ))(t− T ) +
1

2

t∫

T

ϕ(s)ds}‖X(T )‖ =

= exp{
t∫

T

Λ(D(T ))dτ +
1

2

t∫

T

ϕ(τ)dτ}‖X(T )‖. (1.15)

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |Λ(A)− Λ(B)| ≤ ‖A−B‖.

Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé g∗kl(t), k, l = 1, 2, . . . , n, ñëåäóåò, ÷òî ýëå-
ìåíòû ìàòðèöû D(t) íåïðåðûâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé ñåã-
ìåíò [T, T + ∆T ∗∗0 ], ÷òî ïðè t ∈ [T, T + ∆T ∗∗0 ]

t∫

T

|Λ(D(τ))− Λ(D(T ))|dτ ≤ 1

2

t∫

T

ϕ(τ)dτ.

Ïóñòü ∆T0 = min(∆T ∗0 ,∆T
∗∗
0 ). Òîãäà íà ñåãìåíòå t ∈ [T, T + ∆T0]

íåðàâåíñòâî (1.15) ìîæåò áûòü çàìåíåíî íåðàâåíñòâîì

‖X(t)‖ ≤ exp{
t∫

T

(Λ(D(τ)) + ϕ(τ))dτ}‖X(T )‖. (1.16)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî íà ñåãìåíòå [T, T1], ãäå T1 = T +
+∆T0.Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî íåðà-
âåíñòâî òèïà (1.16) ñïðàâåäëèâî äëÿ ñåãìåíòîâ [Tk, Tk+1], k = 1, 2, . . . .

Çäåñü èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè: 1) ∞∑
k=1

(Tk+1 − Tk) = ∞; 2) ∞∑
k=1

(Tk+1 −
− Tk) <∞.

Â ïåðâîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (1.16) ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ t ≥ T.

Ðàññìîòðèì âòîðóþ âîçìîæíîñòü. Îáîçíà÷èì: T ∗ = T1+
∞∑
k=1

(Tk+1−Tk).
Èç ïðèâåäåííûõ âûøå âûêëàäîê ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.16) ñïðàâåä-
ëèâî ïðè t ∈ [T, T ∗). Òàê êàê ôóíêöèè ∆D(t) è ϕ(t) íåïðåðûâíû, òî ïå-
ðåõîäÿ â (1.16) ê ïðåäåëó ïðè t→ T ∗, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî
è ïðè t = T ∗.
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Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíûå òåïåðü ñèòóàöèè: à) X(T ∗) = 0;
á) X(T ∗) 6= 0. Åñëè X(T ∗) = 0, òî íåðàâåíñòâî (1.16) ñïðàâåäëèâî ïðè
t ∈ [T, T ∗] è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t ≥ T ∗. Åñëè X(T ∗) 6= 0, òî íàéäåòñÿ
òàêîå çíà÷åíèå T ∗∗ > T ∗, ÷òî, íà÷èíàÿ c t > T ∗∗, íåðàâåíñòâî (1.16)
íàðóøàåòñÿ. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäøèå ê íåðàâåíñòâó (1.16),
óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ñåãìåíò [T ∗∗, T ∗∗ + ∆T ∗∗], òàêîé, ÷òî ïðè
t ∈ [T ∗∗, T ∗∗ + ∆T ∗∗] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖X(t)‖ ≤ exp{
t∫

T ∗∗
(Λ(D(τ)) + ϕ(τ))dτ}‖X(T ∗∗)‖ ≤

≤ exp{
t∫

T

(Λ(D(τ)) + ϕ(τ))dτ}‖X(T )‖,

ò. å. ïðåäïîëîæåíèå î íàðóøåíèè íåðàâåíñòâà (1.16) ïðè t = T ∗∗ íåâåðíî.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáåèõ âîçìîæíîñòåé äîêàçàíà ïðè t ≥ T ñïðàâåä-

ëèâîñòü íåðàâåíñòâà (1.16).
Ïîëàãàÿ â (1.16) T = 0, èìååì:

‖X(t)‖ ≤ exp




t∫

0

(Λ(D(τ)) + ϕ(τ))dτ


 ‖X0‖, (1.17)

ãäå X0 = X(0).
Èç ïðîèçâîëüíîñòè ϕ(t) ñëåäóåò, ÷òî

‖X(t)‖ ≤ exp(
t∫

0

Λ(D(τ))dτ)‖X0‖. (1.18)

Òàê êàê ôóíêöèÿ Λ(D(t)) íåîòðèöàòåëüíà, òî ‖X(T )‖ < ‖X(0)‖.
Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.7) äîêàçàíà.
Äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.7).
Èç íåðàâåíñòâà (1.18) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t ≥ 0

‖X(t)‖ ≤ exp{
t∫

0

Λ(D(τ))dτ}‖X0‖ ≤ exp{−αt}‖X0‖.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.7) äî-
êàçàíà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü â ñôåðå S(0, δ), ãäå δ− äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî, äëÿ ëþáîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèèX(t), ‖X(t)‖ ≤ δ,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
t∫
0
Λ(D(τ))dτ ≤ k ïðè âñåõ t(0 ≤ t < ∞)

( lim
t→∞

1
t

t∫
0
Λ(D(τ))dτ = −α, α > 0).

Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.7) óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâî).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 1.1 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.3 [26]. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè dij(t), i, j = 1, 2, . . . , n, íåïðåðûâíû ïðè 0 ≤ t <∞;
2) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà X(t) (0 < ‖X(t)‖ < ∞) ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî Λ(D(t)) < −α, α > 0.
Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.7) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â

öåëîì.
Çàìå÷àíèå. Ñëó÷àè, êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû G(t) îïðåäåëÿþòñÿ îò-

ëè÷íûìè îò ôîðìóëû (1.9) ñïîñîáàìè, èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íî.

1.4. Óñòîé÷èâîñòü íåéðîííûõ ñåòåé Õîïôèëäà
ñ íåïðåðûâíûìè íåëèíåéíîñòÿìè

Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â öåëîì ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (1.5) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè gij(x), i, j = 1, 2, . . . , n, íåïðå-
ðûâíû è gij(0) = 0, i, j = 1, 2, . . . , n. Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè
ñèñòåìû (1.5) áóäóò èñïîëüçîâàíû êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè, ñôîðìóëè-
ðîâàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå
T, 0 ≤ T <∞. Ïðè t ≥ T ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå
dxi
dt

= −cixi +
n∑

j=1
g∗ij(T )xj(t) +

n∑

j=1
fij(t, xj(t)), i = 1, 2, . . . , n, (1.19)

g∗ij(T ) =




gij(xj(T ))/xj(T ), xj(T ) 6= 0,

lim
u→0

gij(u)/u, xj(T ) = 0; (1.20)

fij(t, xj(t)) = gij(xj(t))− gij(xj(T ))− g∗ij(T )(xj(t)− xj(T )), (1.21)

i = 1, 2, . . . , n.
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Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé g∗ij(T ).
Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü

g∗ij(T ) =





gij(xj(T ))−gij(0)
xj(T ) , xj(T ) 6= 0,

0, xj(T ) = 0,

fij(t, xj(t)) = gij(xj(t))−gij(xj(T ))−g∗ij(T )(xj(t)−xj(T )), i = 1, 2, . . . , n.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè g∗ij(t)
è fij(t, xj(t)) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (1.20) è (1.21).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(T ) ìàòðèöó G(T ) = {g∗ij(T )}, i, j = 1, 2, . . . , n, à
÷åðåç F (t,X(t))− âåêòîð F (t,X(t)) = (F1(t,X(t)), . . . , Fn(t,Xn(t))), ãäå
Fi(t,X(t)) =

n∑
j=1

fij(t, xj(t)).

Òîãäà ñèñòåìó (1.19) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îïåðàòîðíîé ôîðìå

dX(t)

dt
= −CX(t) +G(T )X(t) + F (t,X(t)), (1.22)

ãäå C = {cij}, i, j = 1, 2, . . . , n− äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè íà
ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíûìè cii = ci, i = 1, 2, . . . , n.

Ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.22) ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèé.

Òåîðåìà 1.4 [26]. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè g∗ij(t), fij(t, xj(t)) i, j = 1, 2, . . . , n, íåïðåðûâíû ïðè 0 ≤

≤ t <∞;
2) ìàòðèöà B(t) = C +G(t);
3) ñóùåñòâóåò òàêîå r(r > 0), ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà X(t) ∈ R(0, r)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Λ(B(t)) < 0 ( Λ(B(t)) < −α, α > 0).
Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.5) óñòîé÷èâà (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà).
Òåîðåìà 1.5 [26]. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè g∗ij(t) è fij(t, xj(t)), i, j = 1, 2, . . . , n, íåïðåðûâíû ïðè 0 ≤

≤ t <∞;
2) ìàòðèöà B(t) = C +G(t);
3) ñóùåñòâóåò òàêîå r(r > 0), ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà X(t) ∈ R(0, r)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî λM(ReB(t)) < 0 ( λM(ReB(t)) < −α, α > 0).
Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.5) óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî).
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Òåîðåìà 1.6 [26]. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè g∗ij(t), fij(t, xj(t)), i, j = 1, 2, . . . , n, íåïðåðûâíû ïðè 0 ≤

≤ t <∞;
2) ìàòðèöà B(t) = C +G(t);
3) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà X(t), 0 < ‖X(t)‖ < ∞ ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî Λ(B(t)) < −α, α > 0.
Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.5) óñòîé÷èâî â öåëîì.

1.5. Óñòîé÷èâîñòü íåéðîííûõ ñåòåé ñ ðàçðûâíûìè
íåëèíåéíîñòÿìè

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü íåéðîííûõ ñåòåé, ôóíêöèî-
íèðîâàíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âè-
äà (1.5) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè gij(xj), i, j = 1, 2, . . . , n, íåïðå-
ðûâíû âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê, ãäå îíè èìåþò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç tkij ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèè gij(xj) èìå-
þò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, i, j = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . ,m, ãäå m− êî-
íå÷íîå ÷èñëî. Â áîëüøèíñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ â ëèòåðàòóðå ñëó÷àåâ
m = 1 è â êà÷åñòâå ôóíêöèè g(x) áåðåòñÿ

g(x) = sgnx =





1, x > 0,
−1, x < 0.

Â ýòîì ñëó÷àå [103] ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.5) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ X(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ âêëþ÷åíèþ

dxi
dt

∈ −cixi +Gi(X(t)), i = 1, . . . , n, (1.23)

ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t ∈ [t0,∞).
Çäåñü G(X(t)) = (G1(x1(t), . . . , xn(t)), . . . , Gn(x1(t), . . . , xn(t))),

Gi(x1(t), . . . , xn(t)) =
n∑
j=1

Gij(xj(t)); ôóíêöèÿ Gij(x(t)) ñîâïàäàåò ñ ôóíê-
öèåé gij(x(t)) â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè x(t), a â òî÷êàõ ðàçðûâà tkij ÿâëÿ-
åòñÿ îòðåçêîì âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
lim

t→tkij−0
gij(x(t)) è lim

t→tkij+0
gij(x(t)).

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü âêëþ÷åíèÿ (1.23).
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Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå T (0 ≤ T <∞) è ââåäåì ñëåäó-
þùèå îáîçíà÷åíèÿ:

aij(T ) =





Gij(xj(T ))
xj(T ) , xj(T ) 6= 0,

0, xj(T ) = 0.
(1.24)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(T ) ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ

bij(T ) =




−ci + aij(T ) j = i,

aij(T ) j 6= i.
(1.25)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ(B(T )) ëîãàðèôìè÷åñêóþ íîðìó ìàòðèöû B(T ).
Çàìå÷àíèå. Ïîä ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìîé Λ(B(T )) ïîíèìàåòñÿ íå îä-

íî ÷èñëî, à ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ, êàêèìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷å-
íèÿ, ïðèíèìàåìûå òî÷êàìè îòðåçêà, ðàñïîëîæåííîãî íà ïðÿìîé t = tkij,

ñîåäèíÿþùåé çíà÷åíèÿ gij(xj(tkij + 0)) è gij(xj(tkij − 0)), i, j = 1, 2, . . . , n,
â òî÷êàõ ðàçðûâîâ ôóíêöèé gij(xj(tkij)), i, j = 1, 2, . . . , n.

Òåîðåìà 1.7 [26]. Ïóñòü ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì T (t0 ≤ T <

< ∞) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Λ(B(T )) ìàòðèöû B(T ) îòðèöàòåëüíà
(èëè îòðèöàòåëüíà è Λ(B(T )) ≤ −α, α > 0) ïðè âñåõ t0 ≤ T <∞. Òîãäà
âêëþ÷åíèå (1.23) óñòîé÷èâî (èëè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå äîêàæåì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (1.5). Ïóñòü X(t)− òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(1.5) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè X(t0). Ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò âêëþ-
÷åíèþ (1.23). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû ëþáàÿ
ôóíêöèÿX(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ âêëþ÷åíèþ (1.23) è íà÷àëüíûì óñëîâè-
ÿì X(t0) ∈ R(0, r0), îñòàåòñÿ â ñôåðå S(0, r0), ò. å. ‖X(t)‖ ≤ r0 = ‖X(t0)‖
ïðè t ≥ t0.

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (1.5) è âêëþ÷åíèå (1.23) ñîîòâåòñòâåííî â âèäå
dxi
dt

= −cixi +
n∑

k=1
aik(T )xk(t) + Fi(t), (1.26)

i = 1, 2, . . . , n, è
dxi
dt

∈ −cixi +
n∑

k=1
aik(T )xk(t) + Fi(t), (1.27)

i = 1, 2, . . . , n, ãäå

Fi(t) =
n∑

k=1
(Gik(xk(t))− aik(T )xk(t)) .
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Â óðàâíåíèè (1.26) ïîä aik(T ) è Gik(xk(t)) ïîíèìàþòñÿ çíà÷åíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùèå äàííîé, èññëåäóåìîé ôóíêöèè X(t). Òàê êàê â òî÷êàõ
ðàçðûâîâ ýòè çíà÷åíèÿ íå îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, òî âìåñòî ñèñòåìû
óðàâíåíèé (1.26) ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó âêëþ÷åíèé (1.27).
Ïîýòîìó ïîä çíà÷åíèÿìè aik(T ) è Gik(xk(t)) â òî÷êàõ ðàçðûâîâ ïîíèìà-
þòñÿ çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îòðåçêàì ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â òî÷êàõ ðàçðûâîâ. Ñâÿçü ìåæäó
ýòèìè çíà÷åíèÿìè îïèñàíà íèæå.

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè gik(x(t)) èìå-
þò òîëüêî îäíó òî÷êó ðàçðûâà. Ïóñòü ýòî áóäåò òî÷êà t∗. Çàôèêñèðóåì â
òî÷êå t∗ ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ḡik(xk(t∗)) èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ïðè-
íàäëåæàùèõ ñåãìåíòó

[
lim

t→t∗−0
gik(xk(t)), lim

t→t∗+0
gik(xk(t))

]
. Ââåäåì ôóíê-

öèþ
ḡik(xk(t)) =




gik(xk(t)), t 6= t∗,
ḡik(xk(t

∗)), t = t∗.
(1.28)

Óðàâíåíèå
dxi
dt

= −cixi +
n∑

k=1
ḡik(xk(t)) (1.29)

âõîäèò âî âêëþ÷åíèå (1.27), è îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ïðè t ≥
≥ T (t0 ≤ T <∞) â âèäå

dxi
dt

= −cixi +
n∑

k=1
ḡ∗ik(xk(T ))xk(t) + F̄i(t), (1.30)

ãäå ôóíêöèè ḡ∗ik(xk(T )), i, k = 1, 2, . . . , n, è F̄i(t), i = 1, 2, . . . , n, îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

ḡ∗ik(xk(T )) =





ḡik(xk(T ))
xk(T ) , xk(T ) 6= 0,

0, xk(T ) = 0;

F̄i(t) =
n∑

k=1
(ḡik(xk(t))− ḡik(xk(T ))− ḡ∗ik(xk(T ))(xk(t)− xk(T ))),

i = 1, 2, . . . , n.
Ìàòðèöà Ḡ∗(t) = {ḡ∗ik(xk(t))}, i, k = 1, 2, . . . , n, ñîñòîèò èç ôóíêöèé

ḡ∗ik(xk(t)), i, k = 1, 2, . . . , n. Ìàòðèöà D̄∗(t) = {dik(t)}, i, k = 1, 2, . . . , n,
ñîñòàâëåíà èç ýëåìåíòîâ dik(t), îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè dkk(t) = −ck+
+ ḡ∗kk(xk(t)), k = 1, 2, . . . , n, dkl(t) = ḡ∗kl(xl(T )), k, l = 1, 2, . . . , n, k 6= l.
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Òàê êàê ôóíêöèè F̄i(t), 1, 2, . . . , n, ìîãóò ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâ ïåð-
âîãî ðîäà, òî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè íåéðîííûõ ñåòåé Õîïôèëäà ñ
ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòÿìè ïðîâîäèòñÿ ñëîæíåå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñåòåé ñ íåïðåðûâíûìè íåëèíåéíîñòÿìè.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèè gkl(xl), k, l = 1, 2, . . . , n, èìåþò
ðàçðûâû òîëüêî ïðè íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò èíòåðâàë âðåìåíè [t0, t0 + ∆t0), â òå÷åíèå êîòîðîãî ôóíêöèè Fi(t),
1, 2, . . . , n, íåïðåðûâíû.

Ïóñòü T1 áóäåò ïåðâûì çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé t, ïðè êîòîðîì õîòÿ áû
îäíà èç ôóíêöèé F̄i(t), 1, 2, . . . , n, ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ. Òîãäà â èíòåðâà-
ëå [t0, T1) ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.30) (à ñëåäîâàòåëüíî, è (1.29))
â îïåðàòîðíîé ôîðìå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

X(t) = eD̄
∗(t0)(t−t0)X(t0) +

t∫

t0

eD̄
∗(t0)(t−s)F̄ (s)ds. (1.31)

Ïåðåõîäÿ â (1.31) ê íîðìàì, â ïðîìåæóòêå [t0, T1) èìååì:

‖X(t)‖ ≤ eΛD̄∗(t0)(t−t0)‖X(t0)‖+
t∫

t0

eΛD̄∗(t0)(t−s)‖F̄ (s)‖ds. (1.32)

Òàê êàê â ïðîìåæóòêå [t0, T1) âåêòîð-ôóíêöèÿ F̄ (s) íåïðåðûâíà, òî
â ýòîì ïðîìåæóòêå ìîæíî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå â ðàç-
äåëàõ 1.3, 1.4. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t ∈ (t0, T1) ‖X(t)‖ < ‖X(t0)‖, ïðè-
÷åì ‖X(t)‖ ìîíîòîííî óáûâàåò. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî â òî÷êå T1 ôóíêöèÿ
F̄ (X(s)) èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà, èç íåðàâåíñòâà (1.32) ñëåäóåò, ÷òî
íåðàâåíñòâî ‖X(t)‖ < ‖X(t0)‖ ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè t = T1. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ñåãìåíòå [t0, T1] ‖X(t)‖ < ‖X(t0)‖.

Ðàññìîòðèì ñåãìåíò [T1, T2], T2 = T1 + ∆T, ãäå âåëè÷èíà ∆T áóäåò
îïðåäåëåíà íèæå. Â ýòîì ñåãìåíòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.30) ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå

X(t) = eD̄
∗(T1)(t−T1)X(T1) +

t∫

T1

eD̄
∗(T1)(t−s)F̄ (s)ds. (1.33)

Ïóñòü δ = ‖X(t0)‖− ‖X(T1)‖. Î÷åâèäíî, δ > 0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîå ∆T, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.33)
áóäåò ìåíüøå δ ïðè t ∈ [T1, T1 + ∆T ].
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Ðàçáåðåì ýòîò ñëó÷àé ïîäðîáíåå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ðàçðûâ èìååò ôóíêöèÿ g11(x1) â îäíîé òî÷êå x∗. Ïóñòü â ìîìåíò
âðåìåíè T1 ôóíêöèÿ g11(x1(t)) èìååò ðàçðûâ. Çäåñü èìåþòñÿ äâå âîçìîæ-
íîñòè: 1) â òå÷åíèå âñåãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè [T1, T2] x1(t) = x1(T1) è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t ∈ [T1, T2] g11(x1(t)) = g11(x1(T1)); 2) èìåþòñÿ çíà÷å-
íèå T ∗1 ∈ [T1, T2] è, ñëåäîâàòåëüíî, ñåãìåíò [T ∗1 , T

∗∗
1 ] ∈ [T1, T2], â êîòîðîì

x1(t) 6= x1(T1). Òîãäà â ýòîì ñåãìåíòå ôóíêöèÿ F̄ (s) íåïðåðûâíà.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå âòîðîé âîçìîæíîñòè â êà÷åñòâå òî÷êè T2

âìåñòî òî÷êè T2 = T1 + ∆T ìîæíî âçÿòü òî÷êó T ∗1 . Òîãäà íà ñåãìåíòå
[T ∗1 , T

∗∗
1 ] ôóíêöèÿ F̄ (t) íåïðåðûâíà, è ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ðàçîáðàííîìó

âûøå ñëó÷àþ.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà íà ñåãìåíòå [T1, T2] ïåðåìåííàÿ

x1(t) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå x∗(x∗ = x1(T1)), ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå òî÷êå ðàçðûâà ôóíêöèè g11. Òîãäà íà ñåãìåíòå [T1, T2] ïîëàãàåì
ḡ11(x1(t)) = ḡ11(x

∗). Ñëåäîâàòåëüíî, íà ñåãìåíòå [T1, T2] ôóíêöèÿ F̄ (t)
íåïðåðûâíà, è ìû ñíîâà âîçâðàùàåìñÿ ê ðàçîáðàííîìó âûøå ñëó÷àþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñäåëàííîì âûøå ïðåäïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî
òîãî, ÷òî ôóíêöèè gkl(xl), k, l = 1, 2, . . . , n, íå èìåþò ðàçðûâîâ â íóëå,
òðàåêòîðèÿ âåêòîð-ôóíêöèè X(t) íå âûõîäèò èç ñôåðû S(0, ‖X(t0)‖).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè gkl(xl), k, l = 1, 2, . . . , n,
ìîãóò èìåòü ðàçðûâû ïðè xl = 0, l = 1, 2, . . . , n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêîå-òî ÷èñëî ôóíêöèé (ñêàæåì l ôóíêöèé) èç
ìíîæåñòâà ôóíêöèé gij, i, j = 1, 2, . . . , n, èìåþò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â
íóëå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè g11, . . . , g1l èìå-
þò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â íóëå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå δ, ÷òî â øàðå
R(0, δ) âñå ôóíêöèè gij, i, j = 1, 2, . . . , n, çà èñêëþ÷åíèåì ôóíêöèé g1v,

v = 1, 2, . . . , l, íå èìåþò òî÷åê ðàçðûâà. Âîçüìåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå
X0 = X(t0) òàêèì, ÷òî ‖X(t0)‖ ≤ δ/2. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.29), íà÷àâøàÿñÿ â øàðå R(0, δ/2), íå ïîêèíåò ñôå-
ðû S(0, δ). Åñëè ïåðâûå l êîìïîíåíò âåêòîðà X0 îòëè÷íû îò íóëÿ, òî
èìååì ðàññìîòðåííûé ðàíåå ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò èíòåðâàë âðåìå-
íè [t0, T1], â òå÷åíèå êîòîðîãî ôóíêöèÿ F̄ (t) íåïðåðûâíà. Ïîýòîìó áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå X0 = (0, . . . , 0, x0

l+1, . . . , x
0
n). Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.29), íà÷àâøàÿñÿ â òî÷êå X0,

ïîêèäàåò ñôåðó S(0, δ). Òàê êàê âåêòîð-ôóíêöèÿ X(t) ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé (1.29) íåïðåðûâíà, òî ýòî ïðîèñõîäèò â íåêîòîðûé ìîìåíò
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T0, T0 > t0. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèè X(t) ïðè t0 ≤ t < T0. Ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèè xj(t), 1 ≤ j ≤ l, ïðè t ≥ t0. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè xj(t), 1 ≤ j ≤ l, èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè: íà ñåãìåíòå [t0, T0]
íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà, â êîòîðîé xj(t) 6= 0; xj(t) ≡ 0 âî âñåì
ñåãìåíòå [t0, T0]. Åñëè íàéäåòñÿ òî÷êà T1 ∈ [t0, T0], â êîòîðîé x1(T1) 6= 0,
òî ñóùåñòâóåò ñåãìåíò ∆1 ∈ [t0, T0], â êîòîðîì ôóíêöèÿ x1(t) çíàêîïî-
ñòîÿííà. Åñëè x1 ≡ 0 â [t0, T0], òî ïîëàãàåì ∆1 = [t0, T0].

Â ñåãìåíòå ∆1 ôóíêöèÿ x2(t) èëè òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, èëè ñó-
ùåñòâóåò ñåãìåíò ∆2, â êîòîðîì îíà çíàêîïîñòîÿííà. Åñëè x2 ≡ 0, òî
ïîëàãàåì ∆2 = ∆1.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, íàõîäèì ñåãìåíò ∆l, òàêîé, ÷òî â íåì êàæ-
äàÿ èç ôóíêöèé xj(t), j = 1, 2, . . . , l, èëè òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, èëè
çíàêîïîñòîÿííà. Ïóñòü ∆l = [t1, T1], T

∗
1 = (t1 + T1)/2. Òîãäà ‖X(T ∗1 )‖ <

< δ. Ïðè èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèè X(t) óðàâíåíèÿ (1.29) ïðè
t ≥ T ∗1 òî÷êó T ∗1 ìîæíî âçÿòü çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Çäåñü íóæíî
ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: à) âñå ôóíêöèè xj(t), j = 1, 2, . . . , l, â ñåãìåíòå
∆l çíàêîïîñòîÿííû; á) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè (ñêàæåì, ôóíêöèÿ x1(t)),
òîæäåñòâåííî ðàâíûå íóëþ â ñåãìåíòå ∆l.

Â ïåðâîì ñëó÷àå íà ñåãìåíòå [T ∗1 , T1] ôóíêöèÿ F̄ (t) íåïðåðûâíà, ÷òî
áûëî èññëåäîâàíî ðàíåå.

Âî âòîðîì ñëó÷àå íà ñåãìåíòå ∆l ôóíêöèÿ x1(t) ≡ 0 è åå ïðîèçâîäíàÿ
dx1

dt ≡ 0. (Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t ∈ [T ∗1 , T1] ïåðâîå èç óðàâíåíèé ìîæíî
âîîáùå íå ðàññìàòðèâàòü.) Òàê êàê íà ñåãìåíòå [T ∗1 , T1] ôóíêöèÿ x1(t) ≡
≡ 0, òî ôóíêöèÿ F̄ (t) íà ýòîì ñåãìåíòå íåïðåðûâíà.

Òàêèì îáðàçîì, íà ñåãìåíòå [T ∗1 , T1] ñèñòåìó (1.29) ìîæíî èññëåäîâàòü
êàê íåïðåðûâíóþ, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ðàçäåëàõ 1.3,
1.4. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ‖X(T1)‖ < ‖X(T ∗1 )‖ < δ, è ïîêàçàíî, ÷òî â
ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèè gij(xj), i, j = 1, 2, . . . , n, èìåþò ðàçðûâ â íóëå,
òðàåêòîðèÿ X(t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.29) íå âûõîäèò èç ñôåðû S(0, δ),
ãäå δ− êàê óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Òàê êàê D̄∗(T )− ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà èç ìíîæåñòâà
ìàòðèö D̄(T ), òî òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ X(t0) è âêëþ÷åíèþ (1.27), óñòîé÷èâà.

Óñòîé÷èâîñòü äîêàçàíà. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü è óñòîé÷èâîñòü
â öåëîì äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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1.6. Ïðèìåð

Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ñôîðìóëèðîâàííûå â ðàçäåëàõ 1.3 −
− 1.5 óòâåðæäåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

dx

dt
= −x+ β1g1(x) + β2g2(y);

dy

dt
= −y − β1g1(x) + β2g2(y), (1.34)

ãäå gi(z) = arctg(2, 2z), i = 1, 2; βi− ïàðàìåòðû, −∞ < βi <∞, i = 1, 2.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (β1, β2), â êîòî-

ðîé òåîðåìû 1.4 è 1.5 ãàðàíòèðóþò óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.34).

Ýëåìåíòû {dij}, i, j = 1, 2, ìàòðèöû D, ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå
(1.35), ðàâíû:

d11 =




−1 + β1

g1(x)
x , x 6= 0,

−1 + 2, 2β1, x = 0;

d12 =




β2

g2(y)
y , y 6= 0,

2, 2β2, y = 0;

d21 =




−β1

g1(x)
x , x 6= 0,

−2, 2β1, x = 0;

d22 =




−1 + β2

g2(y)
y , y 6= 0,

−1 + 2, 2β2, y = 0.

Òàê êàê ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû D â ïðîñòðàíñòâàõ R1 è R2

ðàâíà
Λ(D) = sup

k
{Redkk +

∑

l 6=k
|dkl|},

òî äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.35) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ
óñëîâèé

d11 + |d12| < 0, d22 + |d21| < 0.

Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷-
íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

d11 + |d12| < −α, d22 + |d21| < −α, (1.35)

ãäå α = const, α > 0, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0,0).
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Âûïîëíåíèå óñëîâèé (1.35) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ýêâèâàëåíò-
íî âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâ

−1 + 2, 2β1 + 2, 2|β2| < −α/2, −1 + 2, 2β2 + 2, 2|β1| < −α/2. (1.36)

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (β1, β2), ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå ñè-
ñòåìû íåðàâåíñòâ (1.36), ïðèíàäëåæèò îáëàñòè Ω : Ω = {β1, β2 : β2−β1 <

< 10
22 − 10α

44 , β2 − β1 > −10
22 + 10α

44 , β1 + β2 <
10
22 − 10α

44 }.
Íàéäåì òåïåðü îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè, âîñïîëüçîâàâøèñü óòâåðæäåíè-

ÿìè òåîðåìû 1.5. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ReD
â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0,0). Òàê êàê ñïåêòð ìàòðèöû ReD íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò êîîðäèíàò x è y â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, òî äëÿ
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.34) äîñòàòî÷íî ïî-
òðåáîâàòü, ÷òîáû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 è λ2 ìàòðèöû ReD â òî÷êå
(0,0) áûëè îòðèöàòåëüíûìè è ìåíüøèìè −α.

Î÷åâèäíî, â òî÷êå (0,0)

ReD =


 −1 + 2, 2β1, 1, 1(−β1 + β2)

1, 1(−β1 + β2) −1 + 2, 2β2




è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

|ReD − λE| = (−1 + 2, 2β1 − λ)(−1 + 2, 2β2 − λ)− 1, 21(β2 − β1)
2 = 0.

Îòñþäà λ2−λ(−2+2, 2β1+2, 2β2)−1, 21(β2−β1)
2 = 0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

γ1 = −2 + 2, 2β1 + 2, 2β2, γ2 = 1, 21(β2 − β1)
2.

Î÷åâèäíî,

λ1,2 =
γ1 ±

√
γ2

1 + 4γ2

2
è, òàê êàê γ2 ≥ 0, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ γ1 è γ2 îäèí èç êîðíåé λ1,2

íåîòðèöàòåëüíûé. Òåîðåìà 4.2 â äàííîì ñëó÷àå íåýôôåêòèâíà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ êðèòåðèè, ïîëó÷åííûå â äàííîì ðàçäåëå,

ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñèñòåìà (1.34) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â íà-
÷àëå êîîðäèíàò ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (β1, β2) ∈ Ω.
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Ã ë à â à 6

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÝÊÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ
È ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

1. Ââåäåíèå

Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â áèîëîãèè è ýêîëîãèè âîñõîäèò
ê ðàííåìó Âîçðîæäåíèþ. Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé (Ôèáîíà÷÷è) â 1202 ã. äàë
àíàëèç ïîïóëÿöèè êðîëèêîâ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî â ìàòåìàòèêó áûëè
ââåäåíû ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è. Áîëåå îáùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè áûëè
ïîñòðîåíû Äæ. Áîðåëëè â 1680 ã.

Â 1917 ã. Ä' Àðñè Òîìïñîí îïóáëèêîâàë ôóíäàìåíòàëüíóþ ìîíîãðà-
ôèþ (D'Arcy Wentworth Thompson "On growth and form ". − Cambridge:
Cambridge University Press. 1917), êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ [77, còð. 5] íà÷àëîì
ñîçäàíèÿ ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé áèîëîãèè.

Òåì íå ìåíåå ñòàíîâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîëîãèè, êàê îòäåëüíîãî
ôóíäàìåíòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè, îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ
ïóáëèêàöèåé Â. Âîëüòåððà åãî çíàìåíèòîé ðàáîòû [127] î ïåðèîäè÷åñêèõ
êîëåáàíèÿõ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè â ñòàöèîíàðíîé ñðåäå. Ïðåäëîæåí-
íàÿ Â. Âîëüòåððà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó äâóõ
ïîïóëÿöèé (õèùíèê-æåðòâà), â êîòîðîé îñîáè îäíîé ïîïóëÿöèè (æåðòâû)
ÿâëÿëèñü ïèùåé äëÿ îñîáåé âòîðîé ïîïóëÿöèè (õèùíèêîâ), äàëà îáúÿñ-
íåíèå ìíîãèì, äî òîé ïîðû íåïîíÿòíûì, ÿâëåíèÿì ïåðèîäè÷åñêèõ èçìå-
íåíèé ÷èñëåííîñòè îáåèõ ïîïóëÿöèé. Ýòè èçìåíåíèÿ íåëüçÿ áûëî îáúÿñ-
íèòü íèêàêèìè âíåøíèìè ôàêòîðàìè. Íàïðèìåð, ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíå-
íèå îòíîøåíèÿ ÷èñëà íåõèùíûõ ðûá ê ÷èñëó õèùíûõ, êîòîðûå îòìå÷à-
åòñÿ âî âñåõ ìîðÿõ è êîòîðîå íåëüçÿ îáúÿñíèòü âíåøíèìè ôàêòîðàìè,
áûëî îáúÿñíåíî ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Âîëüòåððà.

Ïóñòü x(t) è y(t) − ÷èñëåííîñòü æåðòâ è õèùíèêîâ, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü a è m − êîýôôèöèåíòû åñòåñòâåííîãî ïðèðîñòà æåðòâ è åñòå-

ñòâåííîé ñìåðòíîñòè õèùíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü v = v(x) − êîëè÷åñòâî (èëè áèîìàññà) æåðòâ, ïîòðåáëåííûõ

îäíèì õèùíèêîì çà åäèíèöó âðåìåíè, ïðè÷åì êàæäàÿ ÷àñòü, ïîëó÷åí-
íàÿ ñ ýòîé ìàññîé ýíåðãèè, ðàñõîäóåòñÿ õèùíèêîì íà âîñïðîèçâîäñòâî, à
îñòàëüíîå òðàòèòñÿ íà ïîääåðæàíèå æèçíåäåÿòåëüíîñòè.
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Òîãäà óðàâíåíèå ñèñòåìû õèùíèê-æåðòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
dx

dt
= ax− V (x)y;

dy

dt
= y(kV (x)−m). (1.1)

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ x ìîæíî ñ÷èòàòü V (x) = βx. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷àåì êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü Âîëüòåððà

dx

dt
= ax− βxy;

dy

dt
= kβxy −my. (1.2)

Â. Âîëüòåððà ïîêàçàë [35], ÷òî ñèñòåìà (1.2) èìååò ðåøåíèå âèäà
(
ex

X

)m (
ey

Y

)a
= C > 0, (1.3)

ãäå X = x/x∗, Y = y/y∗; x∗ = m/kβ, y∗ = a/β − ñòàöèîíàðíûå òî÷êè
ñèñòåìû (1.2). Ìîäåëè Âîëüòåððà èìåþò áîëüøîé íåäîñòàòîê − íåãðó-
áîñòü (ò. å. ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ôàçîâûõ êîîðäèíàò
ðåøåíèå ïåðåõîäèò îò îäíîãî öèêëà ê äðóãîìó). Ýòîãî íåäîñòàòêà ëèøå-
íà êîëìîãîðîâñêàÿ ìîäåëü [61] ñèñòåìû õèùíèê-æåðòâà

dx

dt
= a(x)x− V (x)y;

dy

dt
= K(x)y. (1.4)

Â îòëè÷èå îò ìîäåëè Âîëüòåððà, â ìîäåëè Êîëìîãîðîâà íå äåëàåòñÿ
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé îòíîñèòåëüíî âèäà ôóíêöèé a(x), V (x), K(x).

Â îáùåì ñëó÷àå ýêîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñîîáùåñòâ n âèäîâ îïèñûâàþò-
ñÿ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dNi

dt
= Fi(N1, . . . , Nn, t), (1.5)

i = 1, 2, . . . , n, ïðè÷åì èìåþùèå áèîëîãè÷åñêèé ñìûñë ðåøåíèÿ ïðèíàä-
ëåæàò ïîëîæèòåëüíîìó îðòàíòó n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

pn = {N : Ni ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n}.
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×àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåì (1.5) ÿâëÿþòñÿ âîëüòåððîâñêèå ìîäåëè

dNi

dt
= Ni


αi −

n∑

j=1
γijNj


 , i = 1, 2, . . . , n. (1.6)

Â. Âîëüòåððà ïîêàçàë, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (1.6) èìååò âèä

 e

N1

N q1
1



a1


 e

N2

N q2
2



a2

· · ·

 e

Nn

N qn
n



an

= C > 0, (1.7)

ãäå q = (q1, . . . , qn) − ñòàöèîíàðíîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(1.6.). Èñõîäÿ èç ðåøåíèÿ (1.7), Âîëüòåððà áûëè ïîëó÷åíû êðèòåðèè
óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1.6).

Äèíàìèêà ïîïóëÿöèé, ïîêîëåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî ñ÷èòàòü íåïåðåñåêà-
þùèìèñÿ, îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìàìè íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

N i
m+1 = Fi(N

1
m, . . . , N

n
m), i = 1, 2, . . . , n.

Áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé [35], [61], [77], [95], [96] ïîñâÿùåíî óñòîé-
÷èâîñòè ìîäåëåé Êîëìîãîðîâà (1.4) è îáùåé ìîäåëè (1.5). Âî âñåõ ýòèõ
èññëåäîâàíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ïðàâûå ÷àñòè
óðàâíåíèé (1.4), (1.5), çàäàíû â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå è èìåþò íåïðå-
ðûâíûå ïðîèçâîäíûå, ïî êðàéíåé ìåðå, ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Íàðÿäó ñ èññëåäîâàíèåì óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýêîëîãè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷å-
ñêèõ è äåìîãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîâ èìååò èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïî ðàçëè÷íûì àðåàëàì. Ïîä óñòîé÷èâîñòüþ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïî àðåàëàì ïîíèìàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ôîðìû âîëíû
è åå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ âîçìóùåíèÿõ.

Ðàñïðîñòðàíåíèå ïîïóëÿöèîííûõ âîëí ïî îäíîìåðíîìó àðåàëó îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂N

∂t
= D

∂2N

∂x2 + F (N) (1.8)

(ìîäåëü Êîëìîãîðîâà − Ïåòðîâñêîãî − Ïèñêóíîâà [62]).
Áîëåå îáùèå äèññèïàòèâíûå ñòðóêòóðû îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè íåëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé
∂Ni

∂t
=

n∑

j=1
αij∆Nj +Gi(N1, . . . , Nn), i = 1, 2, . . . , n. (1.9)
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Óðàâíåíèÿìè (1.8) è (1.9) îïèñûâàþòñÿ íå òîëüêî ýêîëîãè÷åñêèå, íî
ýêîíîìè÷åñêèå è äåìîãðàôè÷åñêèå ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå, îïè-
ñûâàþùåå ìîäåëü Õîòåëëèíãà − Ñêåëëàìà [91], ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.8). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñèñòåìó óðàâíåíèé
(1.9) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìîäåëü ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè, ñîñòîÿ-
ùåé èç n ñîöèàëüíûõ ãðóïï.

Èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè îïèñàííûõ âûøå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé. Êàê ïðàâèëî, â ýòèõ ðàáîòàõ
ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó-
÷åííûå ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîíîìèêè, ýêîëîãèè è
äåìîãðàôèè âòîðûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà, è ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïðè-
âåäåíû â ìîíîãðàôèÿõ [91],[95], [96].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â áîëüøèíñòâå ïóáëèêàöèé ïî èññëåäîâàíèþ
óñòîé÷èâîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîâîäèòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ è òðå-
áóåòñÿ, ÷òîáû ïðàâûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé áûëè çàäàíû â
àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå.

2. Óñòîé÷èâîñòü ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïóñòü èìååòñÿ l ïîïóëÿöèé, äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dNi

dt
= Fi(t, N1(t), . . . , Nl(t)), i = 1, 2, . . . , l, (2.1)

ãäå Ni − ÷èñëåííîñòü îñîáåé â i-é ïîïóëÿöèè, i = 1, 2, . . . , l.
Èç ïðèâåäåííûõ íèæå ðàññóæäåíèé áóäåò î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ìîæíî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ïîïóëÿöèé, â êîòîðûõ ñòàðûå
ïîêîëåíèÿ îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ìîëîäûå. Ïîâåäåíèå òàêèõ ïîïóëÿöèé
îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ çàïàçäûâàþùèì àðãó-
ìåíòîì.

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñèñòåìû (2.1) áóäóò ïîïóëÿöèè òèïà Îëëè, ëîãè-
ñòè÷åñêèå ïîïóëÿöèè è äð.

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè áóäåì ïðîâîäèòü â ïðîñòðàíñòâàõ Rn, En,
ãäå En− åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè T0 ñèñòåìà (2.1) èìååò ðåøåíèå N(T0) =
= (N1(T0), . . . , Nl(T0)). Ïóñòü ϕ(t)− âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . ,
ϕl(t)), îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè T0 (ôóíêöèÿ ϕ(t)
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ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà è íà âñåé âðåìåííîé îñè (0 ≤ t < ∞)). Ïóñòü
ϕ(T0) = N(T0). Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) îòíî-
ñèòåëüíî ôóíêöèè ϕ(t).

Ñäåëàåì çàìåíó
Ñ(t) = N(t)− ϕ(t).

Òîãäà ñèñòåìó (2.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

dÑ(t)

dt
= F̃ (t, Ñ1(t), . . . , Ñl(t))− ϕ̃(t), (2.2)

ãäå F̃ (t, Ñ1(t), . . . , Ñl(t)) = F (t, Ñ1(t) + ϕ1(t), . . . , Ñl(t) + ϕl(t)),

ϕ̃(t) =
dϕ(t)

dt
.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò z = (z1, . . . , zl) ∈ Rl è ïîñòà-
âèì åìó â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó A(t, z) = {aik(t, z)} (i, k = 1, 2, . . . , l),
ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû aik(t, z) = F̃i(t, z1, . . . , zl)(mzk)

−1 åñëè zk 6= 0,
aik(t, z) = dik(t, z), åñëè zk = 0, ãäå dik(t, z) = lim

zk→0
F̃i(t, z1, . . . , zl)z

−1
k , åñëè

ïðåäåë ñóùåñòâóåò, è dik(t, z) = 0, åñëè ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò. ×åðåç m
îáîçíà÷åíî ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ âåêòîðà z. Ïóñòü z− ïðîèçâîëü-
íûé ýëåìåíò Rl, ïðè÷åì m (1 ≤ m ≤ l) åãî ýëåìåíòîâ íå ðàâíî íóëþ.
Êàæäîìó âåêòîðó z ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå l âåêòîðîâ λi = (λi1, . . . , λil),
i = 1, 2, . . . , l, ñîñòîÿùèõ èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì λij = 0, åñ-
ëè zj = 0, à

l∑
k=1

λik = 1 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , l. Ââåäåì ìàòðèöó C(t, z) =

= {cik(t, z)} (i, k = 1, 2, . . . , l) ñ ýëåìåíòàìè cik(t, z) = λikϕ̃i(t)z
−1
k ïðè

zk 6= 0 è cik(t, z) = 0 ïðè zk = 0.
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.2) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

dÑ(t)

dt
= A(T0, Ñ0(T0))Ñ(t)− C(T0, Ñ0(T0))Ñ(t) +G(t, Ñ(t)),

ãäå

G(t, Ñ(t)) = F̃ (t, Ñ(t))− ϕ̃(t)− A(T0, Ñ0(T0))Ñ(t) + C(T0, Ñ0(T0))Ñ(t).
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Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè Fi(t, N1, . . . , Nl) è ϕi(t), i = 1, 2, . . . , l, íåïðåðûâíû;
2) ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû λi, (i = 1, 2, . . . , l), ÷òî ëîãàðèôìè÷å-

ñêèå íîðìû ìàòðèöû Λ(A(t, z)−C(t, z)) ≤ −α, α = const > 0 ïðè t ≥ T0

è ïðè ïðîèçâîëüíîì z ∈ Rl.

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà îòíîñèòåëü-
íî êðèâîé ϕ(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ Ñ(T0) = 0. Åñëè ïðè óñëîâèÿõ òåî-
ðåìû Ñ(t) ≡ 0 ïðè t ≥ T0, òî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà.

Ïóñòü Ñ(t) 6≡ 0. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ε(ε >
> 0) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ‖Ñ(t)‖ < ε ïðè t ∈ [T0, T1) è ‖Ñ(T1)‖ = ε.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû ‖Ñ(T )‖ < ε ïðè t ∈ [T1,∞) è
lim
t→∞ ‖Ñ(t)‖ = 0, ò. å. ÷òî ñèñòåìà (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Âíà÷àëå äîêàæåì óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (2.1). Â îïåðàòîðíîé ôîðìå
óðàâíåíèå (2.2) èìååò âèä

dÑ(t)

dt
= B(T1, Ñ(T1))Ñ(t) +G(t, Ñ(t)),

ãäå B(T1, Ñ(T1)) = A(T1, Ñ(T1))− C(T1, Ñ(T1)).
Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ãëàâå 2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ïðè t ≥ T1 ‖Ñ(t)‖ ≤ ε.
Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ N(t) ñèñòåìû (2.1) ê âåêòîð-

ôóíêöèè ϕ(t) äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâàìè, ïðèâåäåí-
íûìè â ãëàâå 2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Â àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ ϕ′(t) = 0.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ â ãëàâå 2 êðèòå-

ðèåâ ðàññìîòðèì îáùóþ ìîäåëü õèùíèê-æåðòâà (ìîäåëü Êîëìîãîðîâà),
î êîòîðîé óæå øëà ðå÷ü âûøå.

Ìîäåëü Êîëìîãîðîâà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëè Âîëüòåððà è èìååò
âèä

dx

dt
= a(x)x− V (x)y;

dy

dt
= K(x)y. (2.3)

Çäåñü x(t) è y(t)− ÷èñëåííîñòü æåðòâ è õèùíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî; òðî-
ôè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ V (x)− êîëè÷åñòâî (èëè áèîìàññà) æåðòâ, ïîòðåáëÿ-
åìàÿ îäíèì õèùíèêîì çà åäèíèöó âðåìåíè; ôóíêöèè a(x) è K(x) îïðå-
äåëÿþò åñòåñòâåííûé ïðèðîñò æåðòâ è õèùíèêîâ.
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Âòîðîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.3) èìååò ðåøåíèå

y(t) = C exp(
t∫

0

K(x(τ))dτ). (2.4)

Ñòàöèîíàðíîé íåòðèâèàëüíîé òî÷êîé ñèñòåìû (2.3) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (x∗, y∗),
ãäå x∗− ðåøåíèå óðàâíåíèÿ K(x∗) = 0, y∗ = a(x∗)x∗/V (x∗), V (x∗) 6= 0.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå: u1 = x− x∗; u2 = y − y∗.
Òîãäà óðàâíåíèå (2.4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u2(t) = C exp(
t∫

0

K(x∗ + u1(τ))dτ)− y∗.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (u1(0), u2(0)) íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ôóíê-
öèÿìè u1(t), u2(t). Òîãäà

u2(t) = (y∗ + u2(0)) exp(
t∫

0

K(x∗ + u1(τ))dτ)− y∗. (2.5)

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ â ïåðâîì èç óðàâíåíèé ñèñòåìû
(2.3) èìååì

du1

dt
= a(x∗+u1)u1(t)+a(x∗+u1)x

∗−V (x∗+u1)y
∗−V (x∗+u1)u2. (2.6)

Ïîäñòàâèì âìåñòî ôóíêöèè u2(t) â ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó åå çíà÷åíèå
(2.5), èìååì

du1

dt
= a(x∗ + u1)u1(t) + a(x∗ + u1)x

∗−

−V (x∗ + u1)(y
∗ + u2(0)) exp(

t∫

0

K(x∗ + u1(τ))dτ). (2.7)

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ∆ = (−h,+h;−h,+h)
(h > 0) íà÷àëà êîîðäèíàò âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (v 6= 0)

b(v) = a(x∗ + v) +
a(x∗ + v)x∗

v
− 1

v
V (x∗ + v)(y∗ + u2(0))×

× exp(K(x∗ + v)t) ≤ −α, α > 0,

òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (x∗, y∗) ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3) óñòîé÷èâî.
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Ïóñòü max(|u1(0)|, |u2(0)|) ≤ δ < h. Ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ (u1(t),
u2(t)) ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.5), (2.7) íå ïîêèäàåò îáëàñòè ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò
âðåìåíè T0 òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.5), (2.7) ïîêèäàåò îáëàñòü
∆, ïðîõîäÿ ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (α, β), 0 6= |α| < h, |β| = h.

Çàïèøåì óðàâíåíèå (2.7) â ñëåäóþùåì âèäå:

du1

dt
= a(x∗ + α)u1(t) +

a(x∗ + α)

α
x∗u1(t)−

−V (x∗ + α)

α
(y∗ + u2(0)){exp{K(x∗ + α)t}}u1(t) + f(t), (2.8)

ãäå

f(t) = (a(x∗+u1(t))−a(x∗+u1(T0))u1(t)+(a(x∗+u1(t))−a(x∗+u1(T0))x
∗−

−a(x
∗ + u1(T0))

u1(T0)
x∗(u1(t)− u1(T0))−

−(V (x∗ + u1)− V (x∗ + u1(T0))(y
∗ + u2(0)) exp(

t∫

0

K(x∗ + u1(τ))dτ)−

−V (x∗+u1(T0))(y
∗+u2(0))(exp(

t∫

0

K(x∗+u1(τ))dτ)−exp(K(x∗+u1(T0))t)−

−V (x∗ + u1(T0))(y
∗ + u2(0)) exp(K(x∗ + u1(T0))t)× u1(t)− u1(T0)

u1(T0)
.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8) èìååò âèä

u1(t) = eb(T0)(t−T0)u1(T0) +
t∫

T0

f(τ)eb(T0)(t−τ)dτ. (2.9)

Èç ñòðóêòóðû ôóíêöèè f(t) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìà-
ëîãî ε (0 < ε < |b(T0)|) íàéäåòñÿ òàêîå ∆T (ε), ÷òî â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà
âðåìåíè [T0,∆T (ε)] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(t)| ≤ ε|u1(t)|.

Ââåäåì ôóíêöèþ ψ(t) = e−b(T0)tu1(t). Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (2.9) ñëåäóåò

|ψ(t)| ≤ |ψ(T0)|+ ε
t∫

T0

|ψ(τ)|dτ.

202



Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà, èìååì:

|ψ(t)| ≤ |ψ(T0)|eε(t−T ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

|u1(t)| ≤ |u1(T0)|e(b(T0)+ε)(t−T0).

Òàê êàê b(T0) + ε < 0, â ìîìåíò âðåìåíè T0 òðàåêòîðèÿ u1(t) íå ïîêè-
äàåò |u1(T0)| îêðåñòíîñòü íóëÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà u1(T0) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (x∗, y∗) òàêæå áóäåò óñòîé÷èâà.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ, íà÷àâøàÿ-
ñÿ â ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗, y∗ íå ïîêèäàåò åå 2ε-îêðåñòíîñòè. Ïóñòü
|u2(T0)| = ε. Ïóñòü [T0, T ]− ïðîìåæóòîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî
1
2ε ≤ |u2(t)| ≤ 3

2ε, 0 ≤ |u1(t)| ≤ ε
2 . Åñëè T = ∞, òî ìîæíî âçÿòü ïðîèç-

âîëüíîå çíà÷åíèå T, T > 0. Ïîêàæåì, ÷òî |u1(t)| ≤ ε è ïðè t ∈ [T0,∞).
Ïóñòü T1, T0 < T1,− ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïóñòü T2− ìîìåíò
âðåìåíè, â êîòîðûé |u1(t)| äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè
T0 ≤ t ≤ T1. Åñëè òàêèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè íåñêîëüêî, òî T2 − ïåðâûé
èç íèõ. Òîãäà 1

2ε ≤ |u2(T2)| ≤ 3
2ε, |u1(T2)| > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âçÿâ T2 çà

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è ïîâòîðèâ ñäåëàííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ,
óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ôóíêöèè a(x), V (x), K(x) íåïðåðûâíû è ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî b(v) ≤ −α, α > 0. Òîãäà íåòðèâèàëüíîå ñòàöèîíàð-
íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ â ìîäåëè Êîëìîãîðîâà.
Ïóñòü a(0) 6= 0, V (0) 6= 0, K(0) 6= 0.
Ïóñòü δ − äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ïóñòü íà ñåãìåíòå [0, δ] ôóíêöèè a(x), V (x), K(x) íåïðåðûâíû.
Ïóñòü â îáëàñòè G = {x : 0 < |x| ≤ δ}, a(x) < 0, |a(x)| > |V (x)|,

K(x) < 0. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâî.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2.
Îáîáùåíèåì ìîäåëè Êîëìîãîðîâà íà ïîïóëÿöèè, ñîñòîÿùèå èç n è m

ðàçëè÷íûõ âèäîâ, ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé:
dxi
dt

=
n∑

k=1
Aik(x1, . . . , xn)xk +

m∑

k=1
Vik(x1, . . . , xn)yk;
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dyj
dt

=
m∑

k=1
Kjk(x1, . . . , xn)yk, (2.10)

i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m.
Îòìåòèì äâà ñïîñîáà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû

óðàâíåíèé (2.10).
Âî-ïåðâûõ, ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.10) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ïðî-

ñòðàíñòâå Rn+m è ïðèìåíèòü ê íåé ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå â ãëàâå 2.
Âî-âòîðûõ, ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.10) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâå

îòäåëüíûå ñèñòåìû
dyj
dt

=
m∑

k=1
Kjk(x1, . . . , xn)yk, (2.11)

j = 1, 2, . . . ,m
è

dxi
dt

=
n∑

k=1
aik(x)xk +

m∑

k=1
Vik(x)yk, (2.12)

i = 1, 2, . . . , n.
Ïóñòü (x∗, y∗), x∗ = (x∗1, . . . , x

∗
n), y

∗ = (y∗1, . . . , y
∗
m)− ñòàöèîíàðíîå ðå-

øåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.10). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì a(x∗) 6=
6= 0, V (x∗) 6= 0, K(x∗) 6= 0, ãäå a(x∗) = {aij(x∗)} 6= 0, i, j = 1, 2, . . . , n,
V (x∗) = {Vij(x∗)} 6= 0, i, j = 1, 2, . . . , n, K(x∗) = {Kij(x

∗)} 6= 0, i, j =
= 1, 2, . . . ,m.

Âíà÷àëå èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.11). Åñëè â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè x∗ (ñêàæåì, â øàðå R(x∗, δ),
δ > 0) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû, îïðåäåëÿþùåé ïðàâóþ ÷àñòü
ñèñòåìû (2.11), îòðèöàòåëüíà, òî òðàåêòîðèÿ y(t) (y(t) = y1(t), . . . , ym(t))
íàõîäèòñÿ â ñôåðå S(y∗, δ1), ãäå δ1 = ‖y(0)‖Rm

.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, T ] (T > 0), â òå÷åíèå êî-
òîðîãî òðàåêòîðèÿ x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) íàõîäèòñÿ â ñôåðå S(x∗, δ)
ïðîñòðàíñòâà Rn, òðàåêòîðèÿ y(t) íàõîäèòñÿ â ñôåðå S(y∗, δ1) ïðîñòðàí-
ñòâà Rm.

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðàåêòîðèè x(t) óðàâíåíèÿ (2.12) â ïðîñòðàí-
ñòâå Rn â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè [0, T ]. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ yk,

k = 1, 2, . . . ,m, ïðèíèìàþò ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ èç øàðà R(y∗, δ1).
Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì ïîäðîáíî îïèñàí â ãëàâå 2. Ïîýòîìó

íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà åãî îïèñàíèè è íà ôîðìóëèðîâêå òåîðåì.
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3. Óñòîé÷èâîñòü äèíàìèêè ïîïóëÿöèé

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äèíàìèêè ïîïóëÿöèé íà÷íåì c èññëåäîâà-
íèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîïóëÿöèé â ìîäåëè Õîòåëëèíãà. Ìîäåëü Õîòåëëèíãà
îïèñûâàåò äèíàìèêó ïîïóëÿöèé íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì [91]

∂p

∂t
= A(s− p)p+B


∂

2p

∂x2
1

+
∂2p

∂x2
2


 , (3.1)

ãäå p(t, x) − ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè; s − êîýôôèöèåíò ïëîòíîñòè ïîïóëÿ-
öèè, A è B − êîýôôèöèåíòû, ïðåäñòàâëÿþùèå òåìïû ðîñòà è ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ïîïóëÿöèè, x = (x1, x2).

Äëÿ óäîáñòâà èññëåäîâàíèÿ â [91] ââåäåíû åäèíèöû èçìåðåíèÿ, â êî-
òîðûõ óðàâíåíèå (3.1) èìååò âèä

∂p

∂t
= (1− p)p+ ∆p. (3.2)

Â [91] áûëà èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (3.2) ìåòîäîì ëèíåàðèçàöèè. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) óñòîé÷èâî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ p∗(x) > 1/2,
ãäå p∗(x) − ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(1− p)p+ ∆p = 0. (3.3)

Óðàâíåíèå (3.1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ
∂N

∂t
= D∆N + F (N), (3.4)

îïèñûâàþùåãî ðàñïðîñòðàíåíèå ïîïóëÿöèîííîé âîëíû N(t, x),
x = (x1, x2).Èññëåäîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïóëÿöèîííûõ âîëí ïî áåñ-
êîíå÷íûì àðåàëàì ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû, íà÷èíàÿ ñ êëàñ-
ñè÷åñêèõ ñòàòåé Ð. Ôèøåðà [118], À. Í. Êîëìîãîðîâà, È. Ã. Ïåòðîâñêîãî,
Í. Ñ. Ïèñêóíîâà [62]. Ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ, ïîñâÿùåííàÿ èññëåäî-
âàíèþ ìîäåëè (3.4), ïðèâåäåíà â ìîíîãðàôèè [95]. Â ÷àñòíîñòè, â [95]
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà óñëîâèé, íàëàãàåìûõ íà ôóíêöèþ
F (N), ìîäåëü (3.4) óñòîé÷èâà ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì â êîíå÷íûõ îáëà-
ñòÿõ.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè áîëåå îáùèõ ìîäå-
ëåé ïîâåäåíèÿ ïîïóëÿöèé, íåæåëè ìîäåëü (3.1).
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Â ÷àñòíîñòè, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû A,B, s

ìîäåëè (3.1) çàâèñÿò îò âðåìåíè è êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðèì
ìîäåëü äèíàìèêè ïîïóëÿöèé, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì:

∂p(t, x)

∂t
= A(t, x)(s(t, x)− p(t, x))p(t, x) +B(t, x)∆p(t, x), (3.5)

îïðåäåëåííûì â îáëàñòè R ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.
Áóäåì èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ p∗(t, x) óðàâ-

íåíèÿ (3.5) ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 = 0.
Ïóñòü u(t, x) = p(t, x) − p∗(t, x). Òîãäà óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå îò-

êëîíåíèå ðåøåíèÿ p(t, x) ìîäåëè (3.5) îò ñîñòîÿíèÿ p∗(t, x) èìååò âèä
∂u(t, x)

∂t
= A(t, x)(s(t, x)− u(t, x)− 2p∗(t, x))u(t, x) +B(t, x)∆u. (3.6)

Âíà÷àëå èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè
∂u(t, x)

∂t
= A(t, x)(s(t, x)− 2p∗(t, x))u(t, x) +B(t, x)∆u. (3.7)

Ïðè ýòîì áóäåì èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.7) è
åãî ðàçíîñòíîé äèñêðåòèçàöèè.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.7) óìíîæèì,
ñëåäóÿ [91], ýòî óðàâíåíèå íà u(t, x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ðàññìàòðèâàå-
ìîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Â ðåçóëüòàòå èìååì

1

2

∂

∂t

∫ ∫

R

u2(t, x)dx =
∫ ∫

R

A(t, x)(s(t, x)− 2p∗(t, x))u2(t, x)dx+

+
∫ ∫

R

B(t, x)u(t, x)∆u(t, x)dx.

Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíîé òåîðåìîé Îñòðîãðàäñêîãî − Ãàóññà
∫ ∫

R

(gradu, gradv)dx+
∫ ∫

R

v∆udx =
∫

∂R

v
∂u

∂n
ds,

ãäå n− åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå Γ = ∂R îáëàñòè R.
Ïîëîæèì v(t, x) = u(t, x)B(t, x). Èçâåñòíî, ÷òî grad(uB) = Bgradu+

+ ugradB. Òàê êàê íà ãðàíèöå îáëàñòè ôóíêöèÿ u(t, x) ðàâíà íóëþ, ïî-
âåðõíîñòíûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ðàâåí íó-
ëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫ ∫

R

uB∆udx = −
∫ ∫

R

B(gradu, gradu)dx−
∫ ∫

R

u(gradB, gradu)dx.
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Òîãäà åñëè B(t, x) çàâèñèò òîëüêî îò t, òî
∫ ∫

R

uB∆udx = −B(t)
∫ ∫

R

(gradu, gradu)dx,

à åñëè B(t, x) = B(t)um(t, x), òî
∫ ∫

R

uB∆udx = −(m+ 1)B(t)
∫ ∫

R

um(t, x)(gradu, gradu)dx.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
1

2

∂

∂t

∫ ∫

R

u2(t, x)dx =
∫ ∫

R

A(t, x)(s(t, x)− 2p∗(t, x))u2(t, x)dx−

−B(t)
∫ ∫

R

(gradu, gradu)dx (3.8)

èëè
1

2

∂

∂t

∫ ∫

R

u2(t, x)dx =
∫ ∫

R

A(t, x)(s(t, x)− 2p∗(t, x))u2(t, x)dx−

−(m+ 1)B(t)
∫ ∫

R

um(t, x)(gradu, gradu)dx (3.8′)

Òàê êàê óðàâíåíèÿ (3.8) è (3.8′) èññëåäóþòñÿ îäèíàêîâî, òî îñòàíî-
âèìñÿ íà ïåðâîì èç íèõ.

Èññëåäóåì óðàâíåíèå
1

2

∂u2(t, x)

∂t
= A(t, x)(s(t, x)−2p∗(t, x))u2(t, x)−B(t)(gradu, gradu), (3.9)

â êîòîðîì x ñ÷èòàåì ïàðàìåòðîì.
Î÷åâèäíî, åñëè u∗(t, x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.9) ïðè x ∈ R,

òî ýòà æå ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.8).
Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

1

2

∂u2(t, x)

∂t
= A(t, x)(s(t, x)− 2p∗(t, x))u2(t, x).

Î÷åâèäíî,
u2(t, x) = C(x)e

2
∫ t

t0
A(τ,x)(s(τ,x)−2p∗(τ,x))dτ

,

ãäå C(x)− ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð.
Ïðèìåíèì ìåòîä âàðèàöèè ïî ïàðàìåòðó.
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Áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå

u2
p(t, x) = C(t, x)e

2
∫ t

t0
A(τ,x)(s(τ,x)−2p∗(τ,x))dτ

. (3.10)

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ (3.10) â óðàâíåíèå (3.9), èìååì:

1

2

∂C(t, x)

∂t
eψ(t,x) + C(t, x)A(t, x)(s(t, x)− 2p∗(t, x))eψ(t,x) =

= A(t, x)(s(t, x)− 2p∗(t, x))(t, x)eψ(t,x) −B(t)(gradu, gradu),

ãäå

ψ(t, x) = 2
t∫

t0

A(τ, x)(s(τ, x)− 2p∗(τ, x))dτ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂C(t, x)

∂t
= −2e−ψ(t,x)B(t)(gradu, gradu)

è
C(t, x) = −2

t∫

t0

B(τ)(gradu, gradu)e−ψ(τ,x)dτ.

Ïîäñòàâëÿÿ C(t, x) â âûðàæåíèå (3.10), ïîëó÷àåì:

u2(t, x) = u2(0, x)eψ(t,x) − 2
t∫

t0

B(τ)(gradu, gradu)eψ(t,x)−ψ(τ,x)dτ. (3.11)

Åñëè B(t) ≥ 0 ïðè t ≥ 0, òî u2(t, x) ≤ u2(0, x)eψ(t,x).
Èíòåãðèðîâàíèå ðàâåíñòâà (3.11) äàåò

∫ ∫

R

u2(t, x)dx =
∫ ∫

R

eψ(t,x)u2(0, x)dx−

−2
t∫

t0

B(τ)eψ(t,x)−ψ(τ,x)
∫ ∫

R

(gradu, gradu)dxdτ. (3.12)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ B(t) ≥ 0, òî
∫ ∫

R

u2(t, x)dx ≤
∫ ∫

R

eψ(t,x)u2(0, x)dx.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè

ψ(t, x) = 2
t∫

t0

A(τ, x)(s(τ, x)− 2p∗(τ, x))dτ ≤ K

ïðè âñåõ t0 ≤ t <∞, òî ðåøåíèå p∗(t, x) óñòîé÷èâî.
Êðîìå òîãî, åñëè lim

t→∞
ψ(t,x)
t−t0 = −α, α > 0 ïðè âñåõ x ∈ R, òî ðåøåíèå

p∗(t, x) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïîäûòîæèòü â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåð-

æäåíèÿ.
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèÿ B(t, x) èìååò âèä B(t) èëè B(t)um(t, x), ãäå B(t) ≥ 0, à

m − ÷åòíîå ÷èñëî;
2) ψ(t, x) = 2

t∫
0
A(τ, x)(s(τ, x)− 2p∗(τ, x))dτ ≤ K, x ∈ R, K = const,

( lim
t→∞ψ(t, x)/t = −α, α > 0 ïðè âñåõ x ∈ R.)
Òîãäà ðåøåíèå p∗(t, x) óðàâíåíèÿ (3.5) óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî) â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå è â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(R).
Ñëåäñòâèå. Â ìîíîãðàôèè [91] îòìå÷àëîñü, ÷òî â ðåçóëüòàòå êîìïüþ-

òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óðàâíåíèå (3.1) èìååò óñòîé-
÷èâûå íåïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, óñòîé÷èâîñòü êîòîðûõ íå ñëåäóåò èç
ðàçâèòîé â [91] òåîðèè. Òåîðåìà 3.1 äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ è íåïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(3.5).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1 áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì,
÷òî ôóíêöèÿ B(t, x) èëè íå çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ,
èëè ïðåäñòàâèìà â âèäå B(t, x) = B(t)um(t, x), ãäå m − ÷åòíîå ÷èñëî.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.5) â îáùåì ñëó-
÷àå âîñïîëüçóåìñÿ ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèåé ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ýêîëîãè÷åñêèõ è ýêî-
íîìè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, òàê êàê ïðè èõ êîì-
ïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè, êàê ïðàâèëî, ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàçíîñò-
íûå ìåòîäû. Ïóñòü óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèÿ (3.7) èññëåäóåòñÿ â êîíå÷íîé
îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ. Ïîêðîåì îáëàñòü
D ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêîé ñ øàãîì h ïî îáåèì ïåðåìåííûì. Äëÿ ïðîñòî-
òû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü îáëàñòü D êâàäðàòîì. Èç äàëüíåéøèõ
âûêëàäîê áóäåò î÷åâèäíî, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ïåðå-
íîñÿòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå êóñî÷íî-ãëàäêèå îáëàñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xkl,
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k, l = 0, 1, . . . , N, óçëû ñåòêè. Îáîçíà÷èì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(t, x1, x2) â
óçëàõ xkl ñåòêè ÷åðåç ukl(t), k, l = 0, 1, . . . , N. Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü
îïåðàòîð Ëàïëàñà ïðè (x1, x2) = xkl ïÿòèòî÷å÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé

∆̄ukl(t) =
uk−1,l(t)− 2ukl(t) + uk+1,l(t)

h2 +
uk,l−1(t)− 2ukl(t) + uk,l+1(t)

h2 .

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (3.5) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dukl(t)

dt
= A(t, xkl)(s(t, xkl)− ukl(t)− 2p∗(t, xkl))ukl(t)+

+B(t, xkl)h
−2(uk,l−1(t) + uk,l+1(t) + uk−1,l(t)+

+uk+1,l(t)− 4ukl(t)), (3.13)

k, l = 1, 2, . . . , N − 1.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.13)

âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, îïèñàííûì âî âòîðîé ãëàâå. Ñîãëàñíî ýòîìó ìå-
òîäó äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.13)
â ïðîìåæóòêå âðåìåíè [T, T + ∆T ], ãäå ∆T äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî,
ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.13) â âèäå

dukl(t)

dt
= A(T, xkl)(s(T, xkl)− ukl(T )− 2p∗(T, xkl))ukl(t)+

+
B(T, xkl)

h2 [uk,l−1(t) + uk,l+1(t) + uk−1,l(t) + uk+1,l(t)− 4ukl(t)]+

+g(t, T, u), (3.14)

ãäå
g(t, T, u) = [A(t, xkl)(s(t, xkl)− ukl(t)− 2p∗(t, xkl))−
−A(T, xkl)(s(T, xkl)− ukl(T )− 2p∗(T, xkl))]ukl(t)−

−4(B(t, xkl)−B(T, xkl))h
−2ukl(t)+

+(B(t, xkl)−B(T, xkl))h
−2(uk,l−1(t) + uk,l+1(t) + uk−1,l(t) + uk+1,l(t)).

Ïåðåíóìåðóåì â êàêîì-íèáóäü ïîðÿäêå óçëû xkl, k, l = 1, 2, . . . , N − 1.
Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ñïîñîáîâ íóìåðàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-
ùèé. Óçëó ñ íîìåðîì (k, l) ñîîòâåòñòâóåò íîìåð m = (k − 1)(N − 1) + l,

k, l = 1, 2, . . . , N − 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî n = (N − 1)2.
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Ïðè ýòîé ïåðåíîìåðîâêå óçåë xkl, k, l = 1, 2, . . . , N−1 îáîçíà÷èì ÷åðåç
wm, m = (k − 1)(N − 1) + l.

Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.14) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

duk(t)

dt
= dkk(T )uk(t) + dk,k−1(T )uk−1(t) + dk,k+1(T )uk+1(t)+

+dk,k−N+1(T )uk−N+1(t) + dk,k+N−1(T )uk+N−1(t) + gk(t, T, u), (3.15)

k = 1, 2, . . . , n.
Çäåñü dkk(T ) = A(T,wk)(s(T,wk)−uk(T )−2p∗(T,wk))−4B(T,wk)h

−2,

dk,k+N−1 = dk,k−N+1 = dk,k−1 = dk,k+1 = B(T,wk)h
−2, k = 1, 2, . . . , n.

Ïðè îñòàëüíûõ ñî÷åòàíèÿõ (k, l) dkl = 0.
Ôóíêöèè gk(t, T, u), k = 1, 2, . . . , n, â ÿâíîì âèäå íå âûïèñûâàþòñÿ,

òàê êàê îíè î÷åâèäíû.
Â îïåðàòîðíîé ôîðìå ñèñòåìà (3.15) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ

du(t)

dt
= D(T )u(t) +G(t, T, u), (3.16)

ãäå G(t, T, u) = (g1(t, T, u), . . . , gn(t, T, u)).
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.16) áóäåì èññëåäîâàòü â ïðîñòðàíñòâå Rn.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ(D(T )) ëîãàðèôìè÷åñêóþ íîðìó îïåðàòîðà D(T ).

Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ âî âòîðîé ãëàâå, óñòîé÷èâîñòü
ñèñòåìû (3.16) çàâèñèò îò ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû Λ(D(t)). Ïóñòü ëî-
ãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Λ(D(T )) < 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå äîñòàòî÷íî
ìàëîå ε, (ε > 0), ÷òî Λ(D(T )) + ε < 0, è òàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆T,
÷òî â èíòåðâàëå [T, T + ∆T ] ‖u(t)‖ < eΛ(D(T ))+ε‖u(T0)‖.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè âñåõ t (0 ≤ t <∞) Λ(D(T )) < 0 (Λ(D(T )) <
< −α, α > 0), òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.16) óñòîé÷èâà (àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâà).

Îïðåäåëèì êàêèå óñëîâèÿ ñëåäóåò íàëîæèòü íà êîýôôèöèåíòû óðàâ-
íåíèÿ (3.6) äëÿ óñòîé÷èâîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè) ðåøåíèÿ.

Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2 äëÿ óñòîé÷èâîñòè (àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè) ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.6) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû D(t) áûëà îòðèöàòåëüíîé (ìåíüøå α,
α < 0) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t, 0 ≤ t <∞.

211



Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.6) áûëî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè ëþáîì T
(0 ≤ T < ∞) (èëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ T0 :
T0 ≤ T <∞) è ïðè âñåõ wk, k = 1, 2, . . . , n,

A(T,wk)(s(T,wk)− uk(T )− 2p∗(T,wk)) ≤ −α, α > 0,

B(T,wk) ≥ 0. (3.17)

Óñëîâèå (3.17) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïî íîðìå
ìåíüøå α/(2β(T, ωk)) β(T, ωk) = max(1, A(T, ωk)) è åñëè ïðè âñåõ 0 ≤
≤ T <∞ è 1 ≤ k ≤ n ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

A(T,wk)(s(T,wk)− 2p∗(T,wk)) < −3α/2, α > 0.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ãëàâå 2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñèñòåìà (3.6) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ

t∫

0

A(τ, wk)(s(τ, wk)− 2p∗(τ, wk))dτ ≤ −3α/2

è B(t, wk) ≥ 0 ïðè âñåõ k, 1 ≤ k ≤ n.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè èññëåäóåòñÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà (3.7), òî äëÿ
óñòîé÷èâîñòè åå ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

t∫

0

A(τ, wk)(s(τ, wk)− 2p∗(τ, wk))dτ ≤ S,

B(t, wk) ≥ 0, S = const, ïðè âñåõ k, 1 ≤ k ≤ n, 0 ≤ t < ∞, à äëÿ
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

lim
t→∞

1

t

t∫

0

A(τ, wk)(s(τ, wk)− 2p∗(τ, wk))dτ ≤ −α, α > 0,

B(t, wk) ≥ 0 ïðè âñåõ k, 1 ≤ k ≤ ∞, 0 ≤ t <∞.

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
∂uk
∂t

= fk(u1, . . . , ul,∆u1, . . . ,∆ul), k = 1, 2, . . . , l. (3.18)

Íà ôóíêöèè fk(v1, . . . , v2l) íàëîæèì óñëîâèå fk(0, . . . , 0) ≡ 0, k =
= 1, 2, . . . , l. Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé íàëîæèì äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå

fk(v1, . . . , vj−1, 0, vj+1, . . . , v2l) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , 2l. (3.19)
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Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòî äîñòàòî÷íî æåñòêîå óñëîâèå, îäíàêî îíî ìîæåò
áûòü çíà÷èòåëüíî îñëàáëåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè fk(v1, . . . , v2l)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

fk(v1, . . . , v2l) =
2l∑

j=1
f 1
kj(vj) +

2l∑

j=2
f 2
kj(v1, vj) + · · ·+ f 2l

k (v1, . . . , v2l) (3.20)

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå áûëî âûïîëíèìî äëÿ êàæ-
äîé ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.20). Òîãäà, êàê áóäåò âèäíî èç
äàëüíåéøèõ âûêëàäîê, âñå óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé (3.19), ñîõðàíÿþòñÿ è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3.20). Òàê êàê
âûêëàäêè áîëåå ïðîçðà÷íû ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3.19), òî èìè â
äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ.

Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
vj→0

fk(v1, . . . , v2l)/vj = fkj(v1, . . . , vj−1, 0, vj+1, . . . , v2l).

Àïïðîêñèìèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.18) ðàçíîñòíîé
ñõåìîé.

Ââåäåì â îáëàñòè D, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
(3.18), ñåòêó óçëîâ xij, i, j = 0, 1, . . . , N, êîòîðàÿ áûëà îïèñàíà âûøå.
Çíà÷åíèå ôóíêöèè uk(t, x) â óçëå xij áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ukij(t),
k = 1, 2, . . . , l, i, j = 0, 1, . . . , N.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ïÿòèòî÷å÷íîé ðàçíîñòíîé
ñõåìîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

∂ukij(t)

∂t
= fk

(
u1
ij(t), . . . , u

l
ij(t);

u1
i−1,j(t) + u1

i+1,j(t) + u1
i,j−1(t) + u1

i,j+1(t)− 4u1
ij(t)

h2 ;

. . . ;
uli−1,j(t) + uli+1,j(t) + uli,j−1(t) + uli,j+1(t)− 4ulij(t)

h2


 , (3.21)

i, j = 1, 2, . . . , N − 1, k = 1, 2, . . . , l.
Ïåðåíóìåðóåì ôóíêöèè ukij(t), k = 1, 2, . . . , l, i, j = 1, 2, . . . , N − 1,

ñêâîçíîé íîìåðàöèåé, âçÿâ â êà÷åñòâå íîìåðà äëÿ ôóíêöèè ukij(t) ÷èñëî
m = (k − 1)(N − 1)2 + (i − 1)(N − 1) + j. Îáùåå ÷èñëî ôóíêöèé ukij
k = 1, 2, . . . , l, i, j = 1, 2, . . . , N − 1, ðàâíî n = l(N − 1)2.

213



Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.21) â íåêîòîðîì èíòåðâàëå
âðåìåíè [T, T + ∆T ]. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.21)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂ukij(t)

∂t
= ak1ij (T )u1

ij(t) + +ak2ij (T )u2
ij(t) + · · ·+

+aklij(T )ulij(t) + bk1ij (T )∆̄u1
ij(t) + · · ·+ bklij(T )∆̄ulij(t)+

+gk(t, T, u), (3.22)

i, j = 1, 2, . . . , N − 1, k = 1, 2, . . . , l, ãäå ∆̄ij(t)− ïÿòèòî÷å÷íûé ðàçíîñò-
íûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â òî÷êå xij,

akvij (T ) =

=





fk(u1
ij(T ),...,ul

ij(T ),∆̄u1
ij(T ),...,∆̄ul

ij(T ))
muv

ij(T ) , uvij(T ) 6= 0,

lim
w→0

fk(u1
ij(T ),...,uv−1

ij (T ),w,uv+1
ij (T ),...,ul

ij(T ),∆̄u1
ij(T ),...,∆̄ul

ij(T ))
w ,

uvij(T ) = 0;

bkvij (T ) =

=





fk(u1
ij(T ),...,ul

ij(T ),∆̄u1
ij(T ),...,∆̄ul

ij(T ))
m∆̄uv

ij(T ) , ∆̄uvij(T ) 6= 0,

lim
w→0

fk(u1
ij(T ),...,ul

ij(T ),∆̄u1
ij(T ),...,∆̄uv−1

ij (T ),w,∆̄uv+1
ij (T ),...,∆̄ul

ij(T ))
w ,

∆̄uvij(T ) = 0,

gk(t, T, u) = fk(u
1
ij(t), . . . , u

l
ij(t), ∆̄u

1
ij(t), . . . , ∆̄u

l
ij(t))−

−fk(u1
ij(T ), . . . , ulij(T ), ∆̄u1

ij(T ), . . . , ∆̄ulij(T ))+
l∑

v=1
akvij (T )(uvij(t)−uvij(T ))+

+
l∑

v=1
bkvij (T )(∆̄uvij(t))− ∆̄uvij(T )), m − ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåíòîâ

âåêòîðà (u1
ij(T ), . . . , ulij(T ), ∆̄u1

ij(T ), . . . , ∆̄ulij(T )).
Âîñïîëüçîâàâøèñü ââåäåííîé âûøå ñêâîçíîé íîìåðàöèåé ôóíêöèé

ukij(t), k = 1, 2, . . . , l, i, j = 1, 2, . . . , N − 1, ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.22)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îïåðàòîðíîé ôîðìå â âèäå óðàâíåíèÿ:

du

dt
= Du+G(u), (3.23)

ãäå u(t) = (u1(t), . . . , un(t)), D = {dij}, i, j = 1, 2, . . . , n,
G(u) = (G1(u), . . . , Gn(u)).

214



Ýëåìåíòû ìàòðèöû D è âåêòîðà G(u) ëåãêî ìîãóò áûòü âûïèñàíû â
îáùåì âèäå, îäíàêî ýòî íå äåëàåòñÿ èç-çà ãðîìîçäêîñòè â çàïèñè ïîëó-
÷àåìûõ âûðàæåíèé.

Òàê êàê ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà G(u), íåïðå-
ðûâíû ïðè t ∈ [T, T+∆T ] è ïðè t→ T ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî î ïîâåäåíèè
òðàåêòîðèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.23 ) â ïðîìåæóòêå âðåìåíè [T, T+∆T ]
ìîæíî ñóäèòü ïî çíàêó ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû ìàòðèöû D(T ). Ïîâòî-
ðÿÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, ïðèâåäåííûõ â ãëàâå 2, ìîæíî óáåäèòüñÿ â
ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ôóíêöèè fi(vi, . . . , v2l), i = 1, 2, . . . , l, íåïðå-
ðûâíû è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.19). Òîãäà åñëè äëÿ ëþáîé íåïðåðûâ-
íîé âåêòîð-ôóíêöèè U(t) = (u1(t), . . . , ul(t)), ðàñïîëîæåííîé â øàðå
R(0, δ) äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà δ, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû
Λ(D(t)) < 0 (Λ(D(t)) < −α, α > 0), òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (3.21) óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî).

4. Óñòîé÷èâîñòü äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð

Ðàññìîòðèì äèññèïàòèâíóþ ñòðóêòóðó, ïîâåäåíèå êîòîðîé îïèñûâàåò-
ñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

∂Ni

∂t
=

l∑

j=1
dij∆Nj +Gi(N1, . . . , Nl), (4.1)

i = 1, 2, . . . , l,
ãäå Gi(0, . . . , 0) = 0, Gi(N

∗
1 , . . . , N

∗
l ) = 0, N ∗ = (N ∗

1 , . . . , N
∗
l )− îäíîðîä-

íîå ïî ïðîñòðàíñòâó ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1),

∆u =
∂2u

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2u

∂x2
l

.

Ââåäåì ôóíêöèþ u = (u1, . . . , ul), ãäå uj = Nj − N ∗
j . Òîãäà óðàâíåíèå

(4.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂ui
∂t

=
l∑

j=1
dij∆uj + G̃i(u1, . . . , ul), i = 1, 2, . . . , l, (4.2)

ãäå G̃i(u1, . . . , ul) = Gi(u1 +N ∗
1 , . . . , ul +N ∗

l )−Gi(N
∗
1 , . . . , N

∗
l ),

i = 1, 2, . . . , l.
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Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.2) ïðè íà-
÷àëüíûõ âîçìóùåíèÿõ

u(x, 0) = u0(x), (4.3)

ãäå x = (x1, . . . , xl).
Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X âåêòîð-ôóíêöèé

g = (g1(x) · · · gl(x)) ñ íîðìîé

‖g‖ = max
i=1,2,...,l



∞∫

−∞
· · ·

∞∫

−∞
|gi(x)|2dx




1/2

.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t íîðìà âåêòîð-ôóíêöèè u(t, x)
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

‖u(t, x)‖ = max
i=1,2,...,l



∞∫

−∞
· · ·

∞∫

−∞
|ui(t, x)|2dx




1/2

.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷åííóþ ëèíåàðèçàöèåé
ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.2):

∂ui
∂t

=
l∑

j=1
(dij(t)∆uj + aij(t)uj) . (4.4)

Çäåñü ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà îïèñàíèè ëèíåàðèçàöèè ñèñòåì íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé, òàê êàê ðàçëè÷íûå âèäû ïðîâåäåíèÿ ëèíåàðèçàöèè
áûëè îïèñàíû â ãëàâå 2.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.4) áóäåì èññëåäîâàòü ïðè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ

u(x, 0) = u0(x). (4.5)

Ïðèìåíèì ê çàäà÷å Êîøè (4.4) − (4.5) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì (ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè F è F−1 ñîîòâåòñòâåííî).

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

∂Ui(ω, t)

∂t
= −

l∑

j=1

(
dij(t)ω

2
j − aij(t)

)
Uj(ω, t), (4.6)

i = 1, 2, . . . , l,
U(ω, 0) = U0(ω), ω = (ω1, . . . , ωl). (4.7)
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Ââåäåì ìàòðèöó

A(ω, t) =




−d11(t)ω
2
1 + a11(t) · · · −d1l(t)ω

2
l + a1l(t)

· · · · · · · · ·
−dl1(t)ω2

1 + al1(t) · · · −dll(t)ω2
l + all(t),


 ,

ãäå −∞ < ωi <∞, i = 1, 2, . . . , l.
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè dij(t), aij(t), i, j = 1, 2, . . . , l, íåïðåðûâíû ïðè t ≥ 0;
2) ïðè ëþáûõ t ≥ 0, ωi (−∞ < ωi <∞), i = 1, 2, . . . , l, ëîãàðèôìè÷å-

ñêàÿ íîðìà ìàòðèöû A(ω, t) îòðèöàòåëüíà (ΛA(ω, t) < −α, α > 0). Òîãäà
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.4) óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî).

Âåðíåìñÿ ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4.1).
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû aij, ïðè êîòîðûõ âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖G̃∗(u)‖ ≤ β‖u‖, (4.8)

ãäå G̃i(u) =
l∑

j=1
aijuj + G̃∗

i (u), i = 1, 2, . . . , l.

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (4.2) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

∂Ui(ω, t)

∂t
=

l∑

j=1
dij(t)ω

2
j − aij(t)Uj(ω, t) + F (G(u)), i = 1, 2, . . . , l.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè dij(t), i, j = 1, 2, . . . , l, íåïðåðûâíû ïðè t ≥ 0;
2) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (4.8);
3) ïðè ëþáûõ t, ω (t ≥ 0,−∞ < ωi <∞, i = 1, 2, . . . , l) ëîãàðèôìè÷å-

ñêàÿ íîðìà ìàòðèöû

A(ω, t) =




−d11(t)ω
2
1 + a11(t) · · · −d1l(t)ω

2
l + a1l(t)

· · · · · · · · ·
−dl1(t)ω2

1 + al1(t) · · · −dll(t)ω2
l + all(t)




Λ(A(ω, t)) < −α(ω), α(ω) > 0,
4) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî β < α(ω) ïðè âñåõ ω ∈ Rl.
Òîãäà còàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.1) óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 4.1 − 4.3 ÿâëÿþòñÿ ïîâòîðåíèåì ðàññóæäåíèé,

ïðèâåäåííûõ â ãëàâå 3 è ïîýòîìó îïóñêàþòñÿ.
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Ã ë à â à 7

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ
ÄÅÌÎÃÐÀÔÈÈ

1. Êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ðîñòà ïîïóëÿöèé

Â 1921 ã. Õîòåëëèíã [123] ïðåäëîæèë ìîäåëü ðîñòà è ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêèõ ïîïóëÿöèé. Ïîçäíåå, â 1951 ã., Ñêåëëàì
[125] ïðèìåíèë ýòó ìîäåëü äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè íå÷åëîâå÷åñêèõ
ïîïóëÿöèé.

Ìîäåëü Õîòåëëèíãà − Ñêåëëàìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

∂N

∂t
= A(s−N)N +B


∂

2N

∂x2
1

+
∂2N

∂x2
2


 , (1.1)

ãäå N − ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè; A è B − ïîñòîÿííûå, ïðåäñòàâëÿþùèå
ñîîòâåòñòâåííî òåìïû ðîñòà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïóëÿöèé; s − êîýô-
ôèöèåíò ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèé; t − âðåìÿ; (x1, x2) − ïðîñòðàíñòâåííûå
êîîðäèíàòû.

Çíà÷èòåëüíî ðàíåå Ñêåëëàìà óðàâíåíèå (1.1) áûëî èññëåäîâàíî â êëàñ-
ñè÷åñêîé ðàáîòå À. Í. Êîëìîãîðîâà, È. Ã. Ïåòðîâñêîãî, Í. Ñ. Ïèñêóíîâà
[62], â êîòîðîé áûëî äîêàçàíî (ïðè ðÿäå óñëîâèé) ñóùåñòâîâàíèå áåãóùåé
ïî àðåàëó ãåííîé âîëíû. Îäíîâðåìåííî ñ [62] çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû ïî àðåàëó áûëà èññëåäîâàíà â [118]. Ïîçäíåå òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí â ñèñòåìàõ ñ äèôôóçèåé ñòàëà îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé
â òåîðèè ãîðåíèÿ [54].

Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ óðàâíåíèé Õîäæêèíà − Õàêñëè áèîëîãèÿ âíîâü âåð-
íóëàñü ê ýòîé òåìàòèêå. Èññëåäîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â áèîëîãè-
÷åñêè àêòèâíûõ ñðåäàõ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà: [56], [77], [91],
[95], [96], [102]. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è äîñòàòî÷íî ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðà-
ôèÿ, ïîñâÿùåííàÿ âîëíàì â ýêîëîãèè, ýêîíîìèêå è äåìîãðàôèè, ñîäåð-
æàòñÿ â [91], [95].

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè, ñëåäóÿ [91], âûáåðåì â óðàâíåíèè (1.1) òàêèå
åäèíèöû èçìåðåíèé, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû â (1.1) ñòàëè åäèíè÷íûìè:

∂N

∂t
= (1−N)N +

∂2N

∂x2
1

+
∂2N

∂x2
2
. (1.2)

218



Íèæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùèå óðàâíåíèÿ âèäà

∂N

∂t
= F (N) +

∂2N

∂x2
1

+
∂2N

∂x2
2
. (1.3)

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2) áûëà èññëåäîâàíà â [91]. Ìåòîä
èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àëñÿ â ïðîâåäåíèè ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ (1.2) â
îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì â [91] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî
ìåòîä ëèíåàðèçàöèè íåäîñòàòî÷åí ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷.

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3)
áåç ïðîâåäåíèÿ ëèíåàðèçàöèè.

Çàìå÷àíèå.Óðàâíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (1.3),
äðóãèì ìåòîäîì èññëåäîâàíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1.3) â îáëàñòè {t ≥ 0, (x1, x2) ∈ G}, ãäå G−
îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ.

Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ïîïóëÿöèÿ N(t, x) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷-
íûì óñëîâèÿì

N(t, x)|Γ = N0(x). (1.4)

Îáîñíîâàíèå óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (1.3) áóäåì ïðîâîäèòü â áàíàõî-

âîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé g(x1, x2) ñ íîðìîé ‖g‖ =

[
∫ ∫
G
|g(x1, x2)|2dx1dx2

]1/2
.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t íîðìà ôóíêöèè N(t, x1, x2)

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ‖N(t, x1, x2)‖ =

[
∫ ∫
G
|N(t, x1, x2)|2dx1dx2

]1/2
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ∗(x) ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.3), óäî-
âëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (1.4).

Ââåäåì ôóíêöèþ n(t, x) = N(t, x)−N ∗(x). Ïîäñòàâëÿÿ N(t, x) â (1.3)
è (1.4) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂n(t, x)

∂t
=
∂2n(t, x)

∂x2
1

+
∂2n(t, x)

∂x2
2

+ F1(n(t, x)), (1.5)

êîòîðîå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè

n(t, x)|Γ = 0 (1.6)

è íà÷àëüíîì óñëîâèè

n(0, x) = n0(x), x ∈ G. (1.7)
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Çäåñü F1(n) = F (n(t, x) +N ∗(x))− F (N ∗(x)).
Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (1.5) â âèäå

∂n

∂t
= ∆n+ α(n)n, (1.8)

ãäå

α(n(t, x)) =





F (n(t,x)+N∗(x))−F (N∗(x))
n(t,x) , n(t, x) 6= 0

0, n(t, x) = 0,

∆ − îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Ñëåäóÿ [91], óìíîæèì óðàâíåíèå (1.8) íà n(t, x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî

îáëàñòè G. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
1

2

∂

∂t

∫ ∫

G

n2(t, x)dx1dx2 =
∫ ∫

G

α(n(t, x))n2(t, x)dx1dx2+

+
∫ ∫

G

n(t, x)∆n(t, x)dx1dx2. (1.9)

Èç ôîðìóëû Ãàóññà ñëåäóåò, ÷òî
∫ ∫

G

n∆n(t, x)dx1dx2 +
∫ ∫

G

(∇n)2dx1dx2 =
∫

Γ

n
∂n

∂v
ds = 0, (1.10)

ãäå ∇n =
(

∂
∂x1
i+ ∂

∂x2
j
)
n; v − åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê êîíòóðó Γ. Ýòî

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íà ãðàíèöå îáëàñòè G n(t, x) = 0.
Èç (1.9), (1.10) ñëåäóåò, ÷òî

1

2

∂

∂t

∫ ∫

G

n2(t, x)dx1dx2 =
∫ ∫

G

α(n(t, x))n2(t, x)dx1dx2−

−
∫ ∫

G

(∇n)2dx1dx2. (1.11)

Ïóñòü δ > 0 − ïðîèçâîëüíîå êàê óãîäíî ìàëîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) ‖n0(x)‖ < δ;
2) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(x), ‖u(x)‖ = δ, èìåþùåé ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∫ ∫

G

α(u(x))u2(x)dx1dx2 < 0,
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ãäå

α(u(x)) =





F (u(x)+N∗(x))−F (N∗(x))
u(x) , u(x) 6= 0,

0, u(x) = 0.

Äîêàæåì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.5) − (1.7) ïðè âûïîëíåíèè
ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè
òðàåêòîðèÿ n(t, x) ïîêèäàåò ñôåðó S(0, δ) ïðîñòðàíñòâàR2, ò. å. ‖n(T, x)‖ =
= δ.Ïðåäñòâèì ïðè t ≥ T ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.11) â âèäå f1(t, T )+
+ f2(t, T ), ãäå

f1(t, T ) =
∫ ∫

G

α(n(T, x))n2(T, x)dx1dx2 −
∫ ∫

G

(∇n(t, x))2dx1dx2;

f2(t, T ) =
∫ ∫

G

(α(n(t, x))n2(t, x)− α(n(T, x))n2(T, x))dx1dx2.

Èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî f1(t, T ) ≤ −β < 0.
Èç êîíñòðóêöèè ôóíêöèè f2(t, T ) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî

ìàëîãî ε (0 < ε < β) íàéäåòñÿ òàêîå ∆T, ÷òî â ñåãìåíòå [T, T + ∆T ]
f1(t, T ) + f2(t, T ) < −β/2.

Òàêèì îáðàçîì, èç óðàâíåíèÿ (1.11) ñëåäóåò, ÷òî
∫ ∫

G

n2(t, x)dx1dx2 =
∫ ∫

G

n2(T, x)dx1dx2 + 2
t∫

T

(f1(t, T ) + f2(t, T ))dt ≤

≤
∫ ∫

G

n2(T, x)dx1dx2 − β(t− T ) <
∫ ∫

G

n2(T, x)dx1dx2.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1.5).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) è 2). Òîãäà ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå çàäà÷è (1.3) − (1.4) óñòîé÷èâî.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü δ > 0− ïðîèçâîëüíîå êàê óãîäíî ìàëîå ÷èñëî.

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ‖n0(x)‖ < δ;
2) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(x), ‖u(x)‖ = δ, èìåþùåé ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå âòîðîãî ïîðÿäêà cïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∫ ∫

G

α(u(x))u2(x)dx1dx2 ≤ −α < 0.
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Òîãäà ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1.3) − (1.4) àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Â ðàáîòå [91] èññëåäîâàëàñü óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.3) ëèíåàðèçàöèåé ïðàâîé ÷àñòè (1.3) â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàð-
íîãî ðåøåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ F (N) ðàâíà F (N) = N(1−
−N). Óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â [91] èìååò âèä
(1− 2N ∗(x1, x2)) < 0 ïðè (x1, x2) ∈ G.

Ïðèìåíåíèå òåîðåì 1.1 è 1.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà (1.3) ñîõðàíÿåò
óñòîé÷èâîñòü â ñëó÷àå, åñëè âîçìóùåííîå ðåøåíèå òàêîâî, ÷òî

∫ ∫

G

(1− 2N ∗(x1, x2)− u(t, x1, x2))u
2(t, x1, x2)dx1dx2 < 0. (1.12)

Èç óñëîâèÿ (1.12) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå 1− 2N ∗(x1, x2) < 0 äîñòàòî÷íî
äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.5) â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî îáëàñòü G îãðàíè÷åíà, à ôóíêöèÿ N ∗(x1, x2) � íåïðåðûâíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ âîçìóùåíèÿ
n(t, x) ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ N ∗(x) íå ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè, ò. å. âìåñòî
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (1.6) âûïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå

n(t, x)|Γ = n1(x)|Γ, (1.13)

ò. å. èìååòñÿ ïîñòîÿííîå âîçìóùåíèå íà ãðàíèöå.
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:
1) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂2w(x)

∂x2
1

+
∂2w(x)

∂x2
2

+ F1(w(x)) = 0 (1.14)

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
w(x)|Γ = n1(x). (1.15)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w∗(x) ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1.14), (1.15). Ââåäåì
ôóíêöèþm(t, x) = n(t, x)−w∗(x). Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå
(1.5), èìååì:
∂m(t, x)

∂t
=
∂2m(t, x)

∂x2
1

+
∂2m(t, x)

∂x2
2

+ F1(m(t, x) + w∗(x))− F1(w
∗(x)),

ò. å. ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
∂m(t, x)

∂t
=
∂2m(t, x)

∂x2
1

+
∂2m(t, x)

∂x2
2

+ F2(m(t, x)), (1.16)
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ãäå F2(m(t, x)) = F (m(t, x)+N ∗(x)+w∗(x))−F (N ∗(x)+w∗(x)) ñ íóëåâûì
ãðàíè÷íûì óñëîâèåì.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1.1
èëè 1.2, äîêàçûâàåì óñòîé÷èâîñòü íîâîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿN ∗(x)+
+w∗(x).

Òåîðåìû 1.1 è 1.2 äàþò ñòðîãîå îáîñíîâàíèå (áåç ïðèìåíåíèÿ ëèíåà-
ðèçàöèè), îïèñàííûõ â [91] êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè îäíîìåðíîé ìîäåëè
Õîòòåëèíãà − Ñêåëëàìà ïðè F (N) = N(1−N).

Â [91] îòìå÷åíî, ÷òî ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè áûëè îáíàðó-
æåíû óñòîé÷èâûå ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ íå
ñëåäóåò èç òåîðåì 1.1 è 1.2.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáúÿñíèòü ýòè ñîñòîÿíèÿ, âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (1.11).
Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ n(t, x) áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.11), åñëè ïðè

ëþáîì x = (x1, x2) îíà áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

∂n2(t, x)

∂t
= a(t, n(t, x))n2(t, x)− (∇n(t, x))2. (1.17)

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (1.17) â âèäå

∂n2(t, x)

∂t
= a(T, n(t, x))n2(t, x)− (∇n(t, x))2 + f(t, T, x), (1.18)

ãäå f(t, T, x) = (a(t, n(t, x))− a(T, n(T, x)))n2(t, x).
Î÷åâèäíî,

n2(t, x) ≤ ea(T,n(T,x))(t−T )n2(T, x)+

+
t∫

T

ea(T,n(T,x))(t−s)(f(s, T, x)− (∇n(s, x))2)ds. (1.19)

Èç ñòðóêòóðû ôóíêöèè f(s, T, x) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êàê óãîä-
íî ìàëîãî ε(ε > 0) íàéäåòñÿ òàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè [T, T + ∆T ], â
òå÷åíèå êîòîðîãî

|f(t, T, x)| ≤ ε|n2(t, x)|. (1.20)

Èç óðàâíåíèÿ (1.19) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

0 ≤ n2(t, x) ≤ ea(T,n(T,x))(t−T )n2(T, x)+

+
t∫

T

ea(T,n(T,x))(t−s)|f(s, T, x)|ds. (1.21)
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Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (1.21) ê ìîäóëÿì è âîñïîëüçîâàâøèñü íåðà-
âåíñòâîì (1.20), èìååì:

n2(t, x) ≤ ea(T,n(T,x))(t−T )n2(T, x)+

+
t∫

T

ea(T,n(T,x))(t−s)εn2(T, x)ds. (1.22)

Ââåäåì ôóíêöèþ

ψ(t) = e−a(T,n(T,x))n2(t, x).

Òîãäà íåðàâåíñòâî (1.22) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ(t) ≤ ψ(T ) +
t∫

T

ψ(s)εds. (1.23)

Ïðèìåíèì ê (1.23) íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà − Áåëëìàíà. Â ðåçóëüòàòå
èìååì

ψ(t) ≤ eε(t−T )ψ(T )

è, ñëåäîâàòåëüíî,

n2(t, x) ≤ e(a(T,n(T,x))+ε)(t−T )n2(T, x).

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî ïåðåìåííîé x. Â ðåçóëüòà-
òå èìååì

∫ ∫

G

n2(t, x)dx1dx2 ≤
∫ ∫

G

e(a(T,n(T,x))+ε)(t−T )n2(T, x)dx1dx2 ≤

≤



1

δ2

∫ ∫

G

e(a(T,n(T,x))+ε)(t−T )n2(T, x)dx1dx2


×

×
∫ ∫

G

n2(T, x)dx1dx2, (1.24)

ãäå δ2 =
∫ ∫
G
n2(T, x)dx1dx2.

Èç àíàëèçà íåðàâåíñòâà (1.24) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ a(t, n(t, x))
îòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t è x, òî ìîäåëü óñòîé÷èâà.
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2. Óñòîé÷èâîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äåìîãðàôèè

Â ðàáîòàõ [58], [59] ïðåäëîæåíà ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðîñòà íà-
ñåëåíèÿ Çåìëè, ñîãëàñíî êîòîðîé ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ Çåìëè, íà÷èíàÿ
ñ ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ ïåðâîãî ÷åëîâåêà è âïëîòü äî äàëåêîãî áóäóùåãî
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

dn

dt
= k sin2 n

k
+

1

k
, (2.1)

ãäå k =
(
c
τ

)1/2
= 67 000; τ = 42 ± 1; c = (186± 1) · 109; n = N

k , ãäå
N (t)− ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ Çåìëè â ìîìåíò t = T−T1

τ , T1 = 2 007±1.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) èìååò âèä

n (t′) = karctg


 1√

k2 + 1
tg

√
k2 + 1

k2 t′

 , (2.2)

ãäå âðåìÿ t′ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ìîìåíòà âðåìåíè t0, t0 = −πk/2, (T0 =
= T1 − π

2kτ = T1 − π
2
√
cτ

)
è n0 = n (t0) = 0. Î÷åâèäíî T0 = −4, 4 · 106

ëåò. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèþ n(t′)ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

n∗(t) = karctg


 1√

k2 + 1
tg

√
k2 + 1

k2

(
t +

T1 − T0

τ

)
 . (2.3)

Â ðàáîòàõ [58], [59] òàêæå îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1)
íåóñòîé÷èâî ê ôëóêòóàöèÿì â ëþáîé ìîìåíò ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åëîâå÷å-
ñòâà äî ìîìåíòà T1. Ýòî óòâåðæäåíèå îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ïåðâîãî
ìåòîäà Ëÿïóíîâà ê óðàâíåíèþ, ïîëó÷åííîìó â ðåçóëüòàòå ëèíåàðèçàöèè
óðàâíåíèÿ (2.1).

Ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) áåç ïðîâåäåíèÿ ëèíåàðèçàöèè è ïîñòðîåíèå îáëà-
ñòè ïîãëîùåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1). Èññëåäîâàíèþ ýòèõ âîïðîñîâ ïîñâÿùåí
äàííûé ðàçäåë.

Ââåäåì ïåðåìåííóþ u (t) , ñâÿçàííóþ ñ n (t) ôîðìóëîé n (t) = n∗ (t)+
+ u (t) , ãäå ôóíêöèÿ n∗ (t) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (2.3). Tîãäà

du

dt
= k sin2 n

∗ (t) + u (t)

k
+

1

k
− dn

∗ (t)

dt
= k


sin2 n

∗ (t) + u (t)

k
− sin2 n

∗

k


 =

= k sin
u (t)

k
sin

2n∗ (t) + u (t)

k
. (2.4)
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Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t∗ è äîñòàòî÷íî ìàëîå
÷èñëî ∆t, âåëè÷èíà êîòîðîãî áóäåò îïðåäåëåíà íèæå.

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (2.4) â âèäå
du

dt
= a(u(t∗), n∗(t∗)) u (t) + ϕ (t, u(t) , n∗ (t)) , (2.5)

ãäå

a(u(t∗), n∗(t)) =





sin 2n∗(t∗)
k , u (t∗) = 0,

k
u(t∗) sin u(t∗)

k sin 2n∗(t∗)+u(t∗)
k , u (t∗) 6= 0,

ϕ (t, u (t) , n∗ (t)) = k sin
u (t)

k
sin

2n∗ (t) + u (t)

k
− a(u(t∗), n∗(t))u(t).

Ïóñòü u (t∗) 6= 0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëî-
ãî ε (ε > 0) íàéäåòñÿ òàêîå ∆t, ÷òî â ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t∗, t∗ + ∆t]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖ϕ(t, u(t), n∗(t))‖C ≤ ε ‖u (t)‖C . (2.6)

Ê óðàâíåíèþ (2.5) (ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (2.6)) ïðè-
ìåíèìû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå 2. Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäó-
åò, ÷òî åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t∗, a(u(t∗), n∗(t∗)) < 0, òî ñóùåñòâóåò
ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t∗, t∗ + ∆t] , â òå÷åíèå êîòîðîãî |u (t)| < |u (t∗)|.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà t∗ a(u(t), n∗(t)) ≤
≤ −α, α > 0, òî ôóíêöèÿ u (t) → 0 ïðè t → ∞, è, ñëåäîâàòåëüíî,
òðàåêòîðèÿ n∗ (t) ïðè t ≥ t0 óñòîé÷èâà. Íàïðîòèâ, åñëè â ìîìåíò âðå-
ìåíè t∗ a(t∗, u(t∗), n∗(t∗)) > 0, òî |u (t)| > |u (t∗)|, à åñëè ïðè t ≥ t∗

a(u(t), n∗(t)) > α, α > 0, òî ðåøåíèå u (t) íåóñòîé÷èâî.
Èç âûðàæåíèÿ a(u(t), n∗(t)) ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ n∗(t) íåóñòîé÷è-

âà ïðè n∗(t), òàêèõ, ÷òî n∗(t) < kπ/2. Ýòî óòâåðæäåíèå ñîâïàäàåò ñ ðå-
çóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â [58] − [59] ïðè èññëåäîâàíèè ëèíåàðèçîâàííîãî
óðàâíåíèÿ ïåðâûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà. Ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2
ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ãðàíèöàõ íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(2.4). Â ñàìîì äåëå, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t∗ |u (t∗)| = M è
a(u(t∗), n∗(t∗)) < 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîé èíòåðâàë âðåìåíè [t∗, t∗ + ∆t] ,
â òå÷åíèå êîòîðîãî |u (t)| ≤M . Ïîýòîìó ïðè |u (t)| ≤ kπ ãðàíèöû ïîãëî-
ùàþùåãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

k

u (t)
sin

u (t)

k
sin

2n∗ (t) + u (t)

k
= 0.
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Îòñþäà 2n∗(t)+u(t)
k = π è u (t) = kπ − 2n∗ (t) ïðè u (t) > 0. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ Çåìëè íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü âåëè÷èíû
n (t) = kπ − n∗ (t) .

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè a(u(t), n∗(t)) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (2.1) óñòîé÷èâî ïðè kπ

2 < n∗ (t) < kπ.

Tàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíû ãðàíèöû ïîãëîùàþùåãî ìíîæåñòâà óðàâ-
íåíèÿ (2.1) ïðè n∗ (t) ≤ kπ/2 è äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ (2.2)
óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè kπ

2 < n∗ (t) < kπ.

3. Ìîäåëè ïîïóëÿöèé ñ íåïåðåêðûâàþùèìèñÿ ïîêîëåíèÿìè

Äèíàìèêà ïîïóëÿöèé, ïîêîëåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî ñ÷èòàòü íåïåðåñåêà-
þùèìèñÿ, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Nm+1 = Nm(f(Nm)), (3.1)

ãäå Nm − ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè m; F (N) = Nf(N)
− ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîâåäåíèå ïîïóëÿöèè.

Â [95], [96] ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1)
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ F (t) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ t (0 < t <∞).

Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì íåëèíåéíûõ ðàç-
íîñòíûõ óðàâíåíèé

N 1
m+1 = F1(N

1
m, . . . , N

l
m);

N 2
m+1 = F2(N

1
m, . . . , N

l
m); (3.2)

N l
m+1 = Fl(N

1
m, . . . , N

l
m)

ñ äèñêðåòíûìè ôóíêöèÿìè Fl(u1, . . . , ul), l = 1, 2, · · · .
Èññëåäîâàíèå áóäåì ïðîâîäèòü â ïðîñòðàíñòâàõ Rn è En, ãäå En −

åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
Èññëåäóåì âíà÷àëå óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (3.2).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç λij, i, j = 1, 2, . . . , l, ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

λij ≥ 0, i, j = 1, 2, . . . , l; (3.3)

l∑

j=1
λij = 1, i = 1, 2, . . . , n. (3.4)
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Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ Fi(N
1
m, . . . , N

l
m) â âèäå

Fi(N
1
m, . . . , N

l
m) =

l∑

j=1
λijaij(m)N j

m, i = 1, 2, . . . , l,

ãäå aij(m) = Fi(N
1
m, . . . , N

l
m)/N j

m, åñëè N j
m 6= 0, è aij(m) = 0, åñëè N j

m =
= 0.

Çäåñü λij− íàáîðû ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3.3), (3.4), ïðè-
÷åì åñëè N j

m = 0, òî è λij = 0, i = 1, 2, . . . , l.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð u = (u1, . . . , ul).

Ïîñòàâèì ýòîìó âåêòîðó â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ìàòðèöAλ(u) = {aij(λ, u)},
i, j = 1, 2, . . . , l, ãäå

aij(λ, u) =




λijFi(u

1, . . . , ul)/uj, uj 6= 0,
0, uj = 0,

λij− íàáîð ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3.3), (3.4), ïðè÷åì λij = 0,
åñëè uj = 0.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü Fi(0, . . . , 0) = 0, i = 1, 2, . . . , l. Ïóñòü äëÿ êàæ-
äîãî öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà u = (u1, . . . , ul) ∈ Rl íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð
âåêòîðîâ λi = (λi1, . . . , λil), i = 1, . . . , l, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
‖Aλ(u)‖ < 1. Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.2) óñòîé-
÷èâî â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå äîêàæåì óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (3.2). Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñèñòåìà (3.2) íåóñòîé÷èâà è â ìîìåíò âðåìåíè m ïîêèäàåò ñôåðó S(0, r)
ñ ðàäèóñîì r, ò. å. ‖Nm+1‖ > r. Ïîëîæèì ‖Nm‖ = r∗ è r∗ < r. Èç
óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð âåêòîðîâ λ∗ = {λi},
i = 1, 2, . . . , l, ÷òî ‖Aλ(Nm)‖ < 1. Òîãäà

‖Nm+1‖ = ‖Aλ(Nm)Nm‖ ≤ ‖Aλ(Nm)‖‖Nm‖ < ‖Nm‖. (3.5)

Èç íåðàâåíñòâà (3.5) ñëåäóåò, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè m òðàåêòîðèÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (3.2) íå ïîêèäàåò ñôåðû S(0, r). Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (3.2) äîêàçàíà.

Äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü. Èç ïðîâåäåííûõ âûøå âû-
êëàäîê ñëåäóåò, ÷òî

‖Nm+n‖ < ‖Nm+n−1‖ < · · · < ‖Nm‖.
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Òàê êàê â êàæäîé ñôåðå S(0, ‖Nm‖) ñîäåðæèòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî öåëî÷èñëåííûõ l-ìåðíûõ âåêòîðîâ, òî ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ
ñèñòåìà (3.2) äîñòèãàåò óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (0, . . . , 0).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû (N 1

m, . . . , N
l
m)

è ôóíêöèè Fi(N 1
m, . . . , N

l
m) íå ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü Fi(0, . . . , 0) = 0, i = 1, 2, . . . , l. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî
u = (u1, . . . , ul) ∈ Rl íàéäåòñÿ íàáîð âåêòîðîâ λi, i = 1, 2, . . . , l, òàêîé,
÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖Aλ(u)‖ < 1. Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.2) óñòîé÷èâî â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ óñòîé÷èâîñòü. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

‖Nm+n‖ < ‖Nm+n−1‖ < · · · < ‖N0‖,
ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðì ‖Nm‖ îáðàçóåò óáûâàþùóþ îãðàíè÷åííóþ
ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, lim

m→∞ ‖Nm‖ = 0. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî, ïîìèìî òðèâèàëüíîãî, ñèñòåìà óðàâíåíèé
(3.2) èìååò åùå îäíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ N ∗ = (N 1

∗ , . . . , N
l
∗). Èññëåäóåì

óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå nm = Nm −N ∗, m = 0, 1, · · · .
Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

n1
m+1 = F1(n

1
m +N ∗1, . . . , nlm +N ∗l)−N ∗1, (3.6)

nlm+1 = Fl(n
1
m +N ∗1, . . . , nlm +N ∗l)−N ∗l.

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

njm+1 = F̄j(n
1
m, . . . , n

l
m), j = 1, 2, . . . , l, (3.7)

ãäå F̄j(n1
m, . . . , n

l
m) = Fj(n

1
m +N ∗1, . . . , nlm +N ∗l)−Fj(N ∗1, . . . , N ∗l), j =

= 1, 2, . . . , l.
Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.2) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà N ∗ ýêâè-

âàëåíòíà óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.7).
Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.7)
ñôîðìóëèðîâàí â òåîðåìå 3.1. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
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óòâåðæäåíèå îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿN ∗ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (3.2). Â ýòîì êðèòåðèè ÷åðåç Āλ(u) îáîçíà÷åíà ìàòðèöà, ïîñòðî-
åííàÿ ïî àíàëîãèè ñ ìàòðèöåé Aλ(u), íî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
F̄j(n

1
m, . . . , n

l
m), j = 1, 2, . . . , l.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü N ∗ = (N ∗1, . . . , N ∗l) − ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.2). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñôåðà S(0, r), òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà u = (u1, . . . , ul) ∈ S(0, r) íàéäåòñÿ òàêîé
íàáîð âåêòîðîâ λi = (λi1, . . . , λil), i = 1, 2, . . . , l, ÷òî ‖Āλ(u)‖ < 1. Òîãäà
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ N ∗ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.2) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ‖Āλ(u)‖ < 1 äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà
u ∈ Rl, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ N ∗ óñòîé÷èâî â öåëîì.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ìîíîãðàôèè èçëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé
ñèñòåì ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðåäëîæåííûå êðèòåðèè
óñòîé÷èâîñòè îäíîâðåìåííî îõâàòûâàþò êàê ðåãóëÿðíûé, òàê è âñåâîç-
ìîæíûå êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè.

Äàíî ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâî-
ñòè íåéðîííûõ ñåòåé Õîïôèëäà, ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîëîãèè è äå-
ìîãðàôèè.

Ïðåäëîæåí ìåòîä ñòàáèëèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ
ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.

Èçëîæåííûé â êíèãå ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó
ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ìîæåò áûòü ðàñïðî-
ñòðàíåí è íà äðóãèå òèïû óðàâíåíèé è íà äðóãèå îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷è-
âîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, íà åãî îñíîâå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êðèòåðèè óñòîé÷è-
âîñòè ðåøåíèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîäîáíûå êðèòåðèÿì, ïðè-
âåäåííûì â ãëàâå 3 äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îí òàêæå ïðèìåíèì
ïðè èññëåäîâàíèè òåõíè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàí-
æó ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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